Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



Mo.ih'i50<i,'^Z <i^.'^^isn- 



I 



TFUNSFERRED TO 

CAEOT SCIENCE LrBRAHY 



,BOT SCIENCE LffiRARY 



Kleyers 



(iV "' 



Encyklopädie 




der gesamten 




mathematischen, .. .technischen nnd exakten 



Natur- Wissenschaften. 



Lehrbuch 



der 



Analytischen Geometrie 

der Ebene. 



Erster Teil: 

Analytische Geometrie des Punirtes und der Geraden. 

Von 

Prof. Heinrich Cranz. 



Lehrbuch 



der 



Analytischen Geometrie 



der Ebene. 



Erster Teil: 

Analytische Geometrie des Punktes und der Geraden. 



Mit einer Sammlnng von 100 Aufgaben, 206 gelösten Uebnngsaafgaben 

and 92 in den Text gedruckten Figuren. 



Für das Selbststudium und zum Gebrauch an Lehranstalten 

bearbeitet 

nach System Kleyer 



von 



Prof. Heinrieh Cranz. 



■«•••>' 



Stuttgart. 

Verlag von. Julius Maier. 

1892. 









Buohdrackerei Ton Carl Hammer in Stuttgart. 



Vorrede. 



Wenn ich, der Aufforderung der Verlagsbuchhandlung, ein Lehrbuch der 
analytischen Geometrie der Ebene nach Kleyers Grundsätzen zu schreiben, nach- 
kommend, den ersten Teil, — die Geometrie des Punktes und der Geraden, 
die Koordinatensysteme, die projektivischen Eigenschaften von Punktreihen und 
Strahlenbüscheln — der OefFentlichkeit tibergebe, so beabsichtige ich nicht,, 
etwas Neues an Stoff oder Methode zu bieten. Mein Wunsch ist, dem Anfänger, 
der nur über die einfachsten Kenntnisse in Planimetrie,. Algebra und Trigonometrie 
verfügt, die wichtigsten Kapitel der für die gesamte höhere Mathematik grund- 
legenden analytischen Geometrie in möglichst elementarer Weise vorzuführen,, 
unter Vermeidung alles dessen, was ihn durch Fremdartigkeit der Methoden 
stutzig machen und abschrecken könnte. Diesen) Bestreben folgend zog ich bei 
vielen Entwicklungen den umständlicheren Weg der Rechnung eleganteren Be- 
trachtungsweisen vor, verzichtete vorläufig auf die Anwendung der Lehre von den 
Determinanten, welche erst in späteren Teilen notwendig werden, und ebenso- 
schloss ich die Collineation ebener Gebilde, welche von der synthetischen Geometrie 
leicht und elegant behandelt wird, vom Kreise der Betrachtungen aus. In Ver- 
folgung dieses Strebens nach elementarer Verständlichkeit musste dagegen bei 
manchen Beweisführungen und Definitionen auf absolute Strenge verzichtet und 
die genauere wissenschaftliche Begründung sowie der weitere Ausbau mancher 
BegriflFe auf die späteren Teile verschoben werden. 

Benützt wurden die Werke von Klebsch, Hesse, Salmon, Schüler, sowie das 
Manuskript einer Vorlesung von Herrn Professor Dr. S. Gundelfinger, welchem 
ich hiefür meinen besonderen Dank ausspreche. 

Die Aufgaben wurden zum grossen Teile selbst entworfen, zum Teil aus 
den Werken von Salmon und Schüler und der Aufgabensammlung von Gräfe 
entnommen. 



YI Vorwort. 

Der zweite Teil wird die Kegelschnitte in getrennter Behandlungsweise: 
Linien- und Punktepaare, Kreis, Parabel, Ellipse, Hyperbel, der dritte Teil die 
Kegelschnitte in gemeinsamer Behandlung, die Diskussion der Gleichung zweiten 
Orads, die projektivischen Eigenschaften der Kegelschnitte, der vierte Teil die 
höheren Kurven umfassen. 

Der Verlagsbuchhandlung statte ich für die gute Ausführung in Druck und 
Papier meinen Dank ab. 

Stuttgart im Oktober 1891. 

H. Cranz. 



Druckfehler-Berichtigung. 

Seite 14, erste Gleichung von 15): y5tn(ß + a — cd) statt: xsin{£l-{-a — ai). 

,; 34 Zeile 2 von unten: nach „entspricht dann" einzufügen: „im allgemeinen^'. 

., 35 „ 2 „ oben: „der Wurzeln y" statt: „der Wurzeln von y". 

„ 35 „11 „ oben: zwischen „auch" und „reelle" einzufügen: „stetig aufein- 
anderfolgende". 

„ 40 Gleichung 2) muss heissen: x (y^ — yj) — V (^i — ^2) + ^^c. 

statt: + 

„ 108 Zeile 11 von unten: „verstellbare" statt: „reelle". 

„ 193 muss es bei der Kapitelüberschrift statt 13). 14). heissen. 
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Preisgekirdnt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht , erscheint monatlich in 8—4 
Heften zn dem biUigren Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Anfgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik , Physik, 
Xeehaiiiky math. Geographie , Astronomie , des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Briiekeii- nnd Hochbaues, des konstruktiren Zeichnens etc. etc. und zwar in roUständig 
gelSster Form, mit rielen Figuren, Erklärnngen nebst Angabe und Entwiekelnng der 
benutaten S&tze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch aüe 
TeUe der reinen nnd angewandten Mathematik -- nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezuglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realsehulen I. und II. Ordn», gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitnngsschulen aller Arten, gewerblielie 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissensehaftsschulen, 
MUitärschulen, Yorbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii^ährig- Frei- 
willige- nnd Offlziers-Examen etc. 

Die Schiller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die fiberans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen- Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in aUen BemCs- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen nnd 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasseri 
Dr. Kleyer, Frankfurt a.M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigung 
thnnlichst berücksichtigt. 

Stattgart. Die Yerlagshandlung. 



Analytische Geometrie der Ebene. 



I. Teil. 

Analytisclie Geometrie des Punktes und der Geraden. 

Anmerkiing 1. Yoraassetzongen für das Studium der analytischen Geometrie der 
Ebene sind: 

1). Die Buchstabenrechnung (vergl. Staudaeher, Lehrbuch der Grundrechnungs- 
arten mit Buchstaben grossen; KUf^er^ Lehrbuch der Potenzen und Wurzeln; 
KUyeTy Lehrbuch der Logarithmen); 

2). die Lehre ?on den Gleichungen mit einer und mehreren Unbekannten (yergl. 
Kleyer, Lehrbuch der Gleichungen 1. Grades mit einer Unbekannten; Prange^ 
Lehrbuch der Gleichungen 1. Grades mit mehreren Unbekannten; Blind^ Lehr- 
buch der Gleichungen 2. Grades mit einer Unbekannten); 

3). die ebene Geometrie (vergl. Kleyer und Sachs, Lehrbuch der ebenen Elemen- 
targeometrie; Müller^ Lehrbuch der planimetrischen Eonstruktionsaufgaben); 

Die Lehre von den Determinanten wird im ersten Bande nur im Anfange 
vorausgesetzt. Für die späteren B&nde werden weiter vorausgesetzt: 

4). Die Groniometrie und ebene Trigonometrie (vergl. Kleyer, Lehrbuch der Go- 
niometrie, Kleyer ^ Lehrbuch der ebenen Trigonometrie); 

5). die Lehre von den Determinanten (vergl. Weichöldy Die Determinanten und 
ihre Anwendungen); 

6). die Elemente der Differentialrechnung (vergl. Kleyer-Haas, Lehrbuch der Diffe- 
rentialrechnung und Lehrbuch der Integralrechnung). 

Ausserdem enthält die analytische Geometrie sehr viele Beziehungen 
7). zur projekti vischen Geometrie (vergl. Vanderlinn, Lehrbuch des Projektions- 
zeichnens). 

Die analytische Geometrie des Raumes setzt ausserdem noch Kenntnisse aus 
der Stereometrie und der sphärischen Trigonometrie voraus (vergl. Seipp, 
Lehrbuch der räumlichen Elementar-Geometrie, Kleyer, Lehrbuch der Eörper- 
berechnungen, LasJca, Lehrbuch der sphärischen Trigonometrie). 

Es werden jedoch zur raschen Einführung die Hauptsätze und Formeln aus 
den genannten Disciplinen in Erklärungen kurz wiederholt werden, soweit sie 
zum Verständnis des vorliegenden Buches nötig sind. 



I). Einleitung. 

Frage 1. Was versteht man unter 
analytischer Geometrie? Antwort. Während die synthetische 

Geometrie ihre Wahrheiten (Sätze) 
durch blosse Anschauung, d. h. durch 
Operationen an den Figuren zu gewinnen 
sucht, benützt die analytische Geometrie 

Orans, Analjtische G«ometrie der Sbene. I. 1 



2 Analytische Geometrie der Ebene. 

Erkl. 1. Die ersten Anfänge der analytischen hierzu den Weg der Rechnung, d. h. 
Geometrie finden sich schon bei den Griechen, analytische Operationen. 

Insofern der Hauptunterschied zwischen Dies geschieht in folgender Weise: 

thetischen und analytischen Geometrie im Ge- -.* _ ^^;P . , -r,, ^ . t^. 

brauch der Koordinaten (siehe Frage 8) liegt, ^an ordnet den Elementen einer Figur 
konnte die weitere Yeryollkommnung der ana- zunächst auf eine weiter unten (siehe 
lytischen Geometrie erst nach Ausbildung der Frage 2) näher ZU erörternde Art Zahlen- 
Buchstabenrechnung im 16. und 17. Jahrhundert bezw. Buchstabenausdrücke zu und drückt 

Von grundlegenden Werken der älteren Zeit ^^^ gegebenen Beziehungen zwischen den 

sind zu nennen: Eaumelementen durch Gleichungen aus. 

Kepler, Stereometria doHorum 1615. ^^^^^ Gleichungen werden nach den Ge- 

Fermat, Isagoge ad locos planos et solidos 1665. Setzen der Buchstabenrechnung verbun- 

Descartes, Geometrie 1637. *^^ ^^^ umgeformt, wodurch auf dem 

Tarricelli, Opera geometrica 1644. 3^? .^^r Rechnung (auf analytischem 

Faacal, Problemata de cycloide 1638. Wege) neue Gleichungen entstehen. 
Newton, Principia 1687, Arithmetica universa- ^^J ^»^ gleiche Weise, Wie zuerst den 

lis 1708, Enumeratio linearum tertii ordinis gegebenen Raumgrössen Rechnungsgrös- 

. 1704. sen zugeordnet wurden, müssen schliess- 

Madaurin, Geometria organica 1720. üch die Buchstabenausdrücke des Rech- 

Weitere Ausbildung erfuhr die analytische nungsresultats und die durch die End- 

Geometrie durch (^M^ai*t,^i^^^ gleichungen ausgedrückten Beziehungen 

grange, Oergonne. Mobtus, Plückerj OatMs, Mag- ® . , ® . ® . , . *"'*^"**"ö^" 

nu8, Steiner, ChaOes, jacobi, CayUy, Hesse, ScU' Zwischen jenen wieder m Beziehungen 

mon, Cld>8ch, BaUzer u. a. zwischen den Raumgrössen umgesetzt: 

Neuere Aufgabensammlungen sind: ^^^ Sprache des analytischen Kalküls 

iSfa?mo»-J?'iÄJter,AnalytischeGeometriederKegel- geometrisch gedeutet werden. 

schnitte. Die analytische Geometrie unterscheidet 

Oraefe, Aufgaben und Lehrsätze aus der ana- sich also von der Synthetischen nicht 

lytischen Geometrie. Stofflich, sondern durch die Methode. 



Frage 2. Durch welche Mittel er- 
möglicht es die analytische Geometrie, Antwort. Nur die Grösse von Baum- 
die Grösse und LÄge von Raumgrössen dementen : Strecken, Winkeln, begrenzten 
analytisch auszudrücken? Flächen und Körpern, lässt sich, wenn 

einmal eine bestimmte Masseinheit ge- 
wählt ist, durch eine absolute Zahl aus- 

Erkl. 2. Entsprechend der nebenstehend an- drücken, die Lage der Raumgrössen 
geführten analytischen Ausdrucksweise für die dagegen kann man nur relativ angeben, 
Lage eines Punktes lassen sich auch für eine a i, 4„ t>nrF«/» o«^ k^iI^/^k;/* o-^JTxku^ 
GeFade in der Ebene solche Angaben machen, \ ^ .^ f ^^^8 ?^f beliebig gewählte, 
welche deren Lage durch Massbeziehungen aus- ^^^.^ ^^ Laute der Untersuchung fest 
drücken; z. B. wenn man kennt: die Abstände bleibende Raumgrössen : Punkte, Geraden, 
zweier Punkte der Geraden je Ton zn^ei festen Ebenen. 

Geraden, oder die Abschnitte, welche die Ge- g^ isg«* ^:^u „ ü axo. r^iyp pinPQ 
rade auf den Schenkeln eines festen Winkels •, , lassi sicn z. ^ oie L.age eines 
büdet, oder das Verhältnis der Abstände dreier ^^^^t^S in der Ebene bestimmen, 

festen Punkte von der Geraden u. s. w. wenn man seine Entfernungen von zwei 

fest gewählten Punkten, oder von einem 

festen Punkte und einer festen Geraden, 

oder von zwei festen Geraden üngiebt, 

oder seinen Abstand von einem festen 

Punkte und zugleich den Winkel, welchen 

diese Verbindungsstrecke mit einer fest 

gewählten Richtung bildet, oder endlich, 

wenn das Verhältnis seiner drei Abstände 
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von drei festen Geraden bekannt ist u. s. w. 
Bei einem Punkt in Baume treten an 
die Stelle von zwei solchen Beziehungen 
zu festen Baumelementen deren drei, 
z. B. seine Abstände von drei festen 
Ebenen. 



Frage 3. Durch welches einfache 
Mittel kann die Lage eines Punkts in 
der Ebene eindeutig bestimmt werden? 



Antwort. Die einfachste Weise zur 
eindeutigen Bestimmung der Lage eines 
Punktes in der Ebene, so dass sich die 
Lagenbeziehungen durchMassbeziehungen 
ausdrücken lassen, ist die Angabe der 
Entfernungen des Punktes von zwei festen 
Geraden, verbunden mit Bezeichnung 
derjenigen Seite jeder Geraden, aiä 
welcher der Punkt liegt. 

Diese Abstände nennt man Koordi- 
naten des Punktes; der einfachste Fall 
ist der, wo die festen Geraden auf ein- 
ander senkrecht stehen. 



Frage 4. Welche Benennungen hat 
man sich bei der Bestimmung der Lage 
eines Punktes durch seine Koordinaten 
einzuprägen? 



Antwort. Die in Antwort zu Frage 3 
erwähnten festen Geraden nennt man 
Koordinatenachsen, ihr Schnittpunkt 
ist der Koordinatenursprung. 

Um beide Koordinaten (Abstände des 
Punktes von den beiden Achsen) zu unter- 
scheiden, bezeichnet man die eine als 
Ordinate, die andere als Abscisse; 
ebenso die eine Koordinatenachse als 
^chse oder Abscissenachse, die andere 
als Fachse oder Ordinatenachse. 

Um die beiden Seiten jeder Achse zu 
unterscheiden, auf denen irgend ein Punkt 
der Ebene liegt, bezw. die beiden Rich- 
tungen, nach denen man auf jeder Achse 
vom Koordinatenursprung gehen kann, 
bezeichnet man die eine Richtung als 
die positive, die andere als die negative; 
im Zusanunenhang damit spricht man von 
dem einen Teil der Zachse als positiver, 
von dem andern als negativer Xachse, 
ebenso von positiver und negativer Tacbse, 
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2). Rechtwinklige, schiefwinklige und Polarkoordinaten 

des Punktes. 

Erörterung 1. Man nehme in der Ebene zwei feste, auf einander senkrecht 
stehende Geraden XX^ und YY^ (Fig. 1) an, die einander in schneiden. 

Ausserdem seien die Strecken a und b 
Figur 1. gegeben. Um die Lage eines Punktes 

anzugeben, welcher von XX^ (der Ab- 
scissenachse) die Entfernung 6, von YY^ 
(der Ordinatenachse) den Abstand a hat 
(siehe Frage 3), zieht man zu XXi das 
Parallelenpaar in Abstand 6, zu YT^ 
das Parallelenpaar im Abstände a, in- 
dem man von aus auf XX^ nach 
beiden Seiten die Strecke OÄ = OÄ^ = 
a, auf YY^ von aus nach beiden 
Seiten die Strecken OB =z OB, = b 
macht und durch Ä und A, zu YY^^ 
durch B und Bi zu X X^ die Parallelen 
zieht (siehe Kleyer-Sachs^ Lehrbuch der 
Planimetrie). Diese beiden Parallelen- 
paare schneiden einander in den vier 
Punkten P, P^, Pj, P,. Jeder dersel- 
ben entspricht der Aufgabe, denn er hat 
von XX, den Abstand b^ von YY, den Abstand a, weil nach dem bekannten 
planimetriscben Satze: „Parallelen zwischen Parallelen sind einander gleich'': 

PA = F^A = P,A, = P^A, =^ 0B= OB, = 6, 

PB = P,B = P^B, = P,B, = 0A = OA, =a ist. 

Die Aufgabe: einen Punkt zu suchen, der von zwei gegebenen, auf einander 
senkrechten Geraden gegebene Abstände hat, lässt somit vier verschiedene 
Losungen zu. Um diese zu unterscheiden, wählt man von den beiden Bichtungen 
OX und 0X| die eine, z. B. OX, als positiv, die andere OX, als negativ, ebenso 
die Bichtung OFals positive Bichtung der Tachse, OY^ als negative. In gleicher 
Weise denkt man sich die Strecken a und b in der Art mit Vorzeichen versehen, 
dass z. B. a als positiv angesehen wird, wenn der gesuchte Punkt auf derjenigen 
Parallele liegt, zu deren Verzeichnung die Strecke OA auf der positiven Seite 
der Xachse abgetragen wurde; ebenso ist b positiv, wenn die zur Zeichnung der 
betreffenden Parallele abzutragende Strecke OB auf der positiven Seite der Zachse 
liegt. Unter diesen Voraussetzungen und gemäss den Bezeichnungen von Fig. 1 

für Punkt P: a positiv, b positiv, 

für Punkt P,: a negativ, b positiv, 

für Punkt P^: a negativ, b negativ, 

für Punkt P,: a positiv, b negativ. 

Es ist also jeder der vier Punkte P, P^, P,, P, durch die mit Vorzeichen ver- 
sehenen Masszahlen a und 6, welche in beliebig gewähltem Linearmassstabe die 
Grösse der Strecken a und b angeben, vollständig und eindeutig bestimmt. 

Umgekehrt erhält man für irgend einen graphisch gegebenen Punkt P die 
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zugehörigen Strecken a und & mit ihrem Vorzeichen, wenn man durch P die 
Parallelen PA zu rr^ und PB zu XX^ zieht, welche die X- bezw, Tachse 
in A bezw. B schneiden. Dann ist OA = a, OB = 6 und die Vorzeichen er- 
geben sich aus der oben angeführten Regel. Die beiden Achsen XX^ und TT^ 
zusammen bilden das rechtwinklige Koordinatensystem, sie teilen die 
Ebene in vier rechte Winkel, Quadranten. Es heisst: 

I. Quadrant derjenige, dessen Schenkel die positive Xachse und die positive Fachse, 

-"•• y> n V n n 

■'•■*-'■• fl n w ?) n 

IV 
sind. 

Im Quadranten: ist die 
I 
II 

m 

IV 

Anmerkung 2. Die Entscheidung zwischen der positiven und negativen Bicbtung 
jeder Achse ist willkürlich, mnss aber für den ganzen Verlauf einer Untersuchung beibe- 
halten werden. Um Verwecbslongen zu vermeiden, soll im ganzen Bache bei allen 
Figuren die Entscheidung so getroffen werden, dass die positive Xachse vom Beschauer 
aus nach rechts (nach Osten), die positive lachse vom Beschauer weg (nach Norden) geht, 
so dass also der erste Quadrant rechts oben, der zweite links oben, der dritte links 
unten, der vierte rechts unten liegt, und die Reihenfolge der Quadranten der Drehung 
des Uhrzeigers entgegenläuft. 

Anmerkung 3. Um Punkte, welche durch ihre rechtwinkligen Koordinaten gegeben 
sind, rasch verzeichnen zu können, bedient man sich mit Vorteil des käuflichen Milli- 
meterpapiers. Auf demselben ist ein Netz von rechtwinklig sich kreuzenden Parallelen 
aufgedruckt, die je 1 mm Abstand haben. Jede zehnte Parallele ist stärker ausgezogen, 
so dass das Abzählen erleichtert ist. Eine der stärkeren Parallelen ninmit man zur 
Xachse, eine darauf senkrechte zur Yachse. 

Die im Folgenden angegebenen Masszahlen sollen, wenn nichts besonderes bemerkt 
wird, stets Centimeter bedeuten. 

Anmerkung 4. Einen Punkt, dessen Abscisse ± a, dessen Ordinate ± b ist, bezeichnet 
man kurz so: Punkt (± a, ± h). Die Masszahl für die Abscisse steht vor der für die 
Ordinate, beide sind durch ein Komma, oder wenn Dezimalbrüche vorkommen, durch 
einen Punkt getrennt. 

Erörterung 2. Statt die Koordinatenachsen wie in Erörterung 1 senkrecht 
zu einander zu stellen, ist es für manche Zwecke vorteilhaft, wenn dieselben 
einen spitzen oder stumpfen Winkel mit einander bilden. 

Es seien in Fig. 2: XX^ und YY^ die beiden schiefen Koordinatenachsen, 
die einander in schneiden; OX die positive, OX^ die negative Richtung der 
Xachse, OF die positive, OY^ die negative Richtung der Jachse, w derjenige 
Winkel zwischen den Achsen, welcher zwischen der positiven Xachse und der 
positiven Fachse liegt, oder der Achsenwinkel. Ein Punkt P (P< , Pj, P,) 
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Figur 2. 




in einem der vier Winkelräume kann 
nun auf folgende Weise bestimmt wer- 
den. Man denke sich durch den Punkt 
die Parallele zur Ordinatenachse ge- 
zogen, welche von der Abscissenachse 
in ^(^i) geschnitten wird, sowie die 
Parallele zur Abscissenachse, welche die 
Ordinatenachse in B (BJ trifft, durch 
die Strecken OÄ = BP (Abscisse) und 
OB = AP (Ordinate) und deren Vor- 
zeichen ist dann die Lage von Punkt 
P ebenso eindeutig bestimmt, wie bei 
rechtwinkligen Achsen. Die Wahl der 
Vorzeichen geschieht auf gleiche Weise, 
wie beim rechtwinkligen System. 



Anmerkung 5. Die Einfflbnmg schiefwinkliger Achsen an Stelle der rechtwinkligen 
empfiehlt sich dann, wenn in der zu ontersuchenden Figur zwei Gerade, welche einen 
schiefen Winkel bilden, eine hervorragende Rolle spielen, diese sind dann passend als 
Achsen zu wählen; dagegen entsteht der Nachteil, dass durqji EinfOhrong des Achsen- 
winkels OD bei den meisten Ausdrücken eine trigonometrische Funktion auftritt, welche 
dieselben unsymmetrisch macht 

ErÖrtenmg 3. Für viele Untersuchungen ist eine andere Art der Lagen- 
bestimmung eines Punktes von Vorteil. Von einem festen Punkte 0, dem Pol, 
aus ziehe man eine feste Gerade OZ, die Nullrichtung. Sei nun (Fig. 3) P 

irgend ein Punkt der Ebene, so nennt 
^fSOT 8. man seine Verbindungsstrecke PO mit 

dem Pol, OP = r^ den Fahrstrahl oder 
Radius Vektor des Punktes P, den 
Winkel XOP = cp, welchen der Radius 
Vektor mit der Nullrichtung bildet, die 
Anomalie des Punktes P. Durch Ra- 
dius Vektor und Anomalie ist die Lage 
des Punktes P eindeutig bestimmt Man 
kann den Radius Vektor stets als positiv 
annehmen, wenn man die Anomalie stets 
in derselben Richtung von 0^ bis 360^ zählt Die positive Richtung für die 
Zählung der Anomalie wird in diesem Buche übereinstimmend mit der Reihen- 
folge der Quadranten des rechtwinkligen und schiefwinkligen Koordinatensystems 
von Ost über Nord nach West und Süd, also entgegengesetzt der Bewegung des 
Uhrzeigers angenommen. 

Radius Vektor und Anomalie heissen zusammen die Polarkoordinaten 
des Punktes P. 

Bei Benützung der Polarkoordinaten spielen in den zur Verwendung kom- 
menden Ausdrücken die trigonometrischen Funktionen eine bedeutende Rolle, sie 
sind aber dabei in allgemeiner Weise, nicht als Verhältnisse der Seiten von 
rechtwinkligen Dreiecken zu definieren (siehe Kleyer^ Lehrb. der Goniometrie). 




Anmerkung 6. Von den in Erörterung 1 bis 3 angeführten Koordinatensystemen wird 
das rechtwinklige am meisten, das schiefwinklige am seltODsten verwendet Doch ist 
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zn beachten, dass die Formeln, die fflr das schiefwinklige System bewiesen sind, ohne 
weiteres für das rechtwinklige System gelten, wenn man darin q} = 900 setzt. Wo in 
Zukunft nichts Besonderes angeführt ist, soll stets das rechtwinklige System gemeint sein. 
Weitere Arten zur Bestimmung der Lage von Punkten, d. h. andere Koordinaten- 
systeme, werden weiter unten erörtert werden. 



üebungBanfgabe 1. In einem durch Millimeterpapier hergestellten rechtwinkligen 
Koordinatensystem die Punkte : (4, — 3) ; (0, + 9) ; (— 6, — 5) ; (— 4, 2 . + 3, 5 ) ; (— 7, 2 . 0) 
einzutragen. Die Masse bedeuten Centimeter (siehe Anmerkung 3). 

ÜebungBanfgabe 2. Auf Millimeterpapier zeichne aus dem Koordinatenursprung einen 
Kreis von 6 cm Halbmesser, femer um den Punkt (-f 1, 0) einen Kreis mit Halbmesser 6,5 
und um den Punkt (+2,-1) einen solchen mit Halbmesser 5,5. Es sollen die Koor- 
dinaten der Schnittpunkte dieser Kreise abgelesen werden. (Durch Schätzung auf Vi mm 
genau!) 

ÜebungBanfgabe 3. Wo liegen alle Punkte, deren Abscissen (Ordinaten) 3,5 sind? 
(Rechtwinkliges oder schiefwinkliges System.) 

ÜebungBanfgabe 4. Mit Hilfe von Millimetermassstab und Schiebdreieck von 60*^ 
sollen in einem schiefwinkligen Koordinatensystem von Achsenwinkel o) = 60^ die Punkte 
(+ 4, 5 . + 2) ; (— 2, 2 . -f- 4, 8) ; (— 3, — 7); (+ 3, 5 . — 2, 7) eingezeichnet werden. 

ÜebungBanfgabe 5. um den Ursprung eines Koordinatensystems mit dem Achsen- 
senwinkel 60® beschreibe einen Kreis vom Halbmesser 5, zeichne in das System die 
Punkte (+2,5.-7) und (—1, -)-2) ein und verbinde dieselben durch eine Gerade; 
gieb durch Messung mittelst des Massstabs die Koordinaten der Schnittpunkte von Kreis 
und Geraden an! 

ÜebungBanfgabe 6. Mittelst Massstabs und Winkelmessers (Transporteurs) die Punkte 
aufzuzeichnen, deren Polarkoordinaten sind: 

r=2; 3,6; 5,5; 1,6. 
<p = 60^ 115°; 235*^; 317*. 

ÜebungBanfgabe 7. Die Punkte, für welche: 

r =4,5; 3; 3,5; 5,7; 
(p = 600; 120^ 80»; 200°; 

ist, aufzuzeichnen, durch alle möglichen Geraden zu verbinden und die Polarkoordinaten 
aller Schnittpunkte durch Messung mit Massstab und Winkelmesser anzugeben! 



3). Transformation der Koordinaten. 

Anmerkung 7. Es kommt häufig vor, dass ein Ausdruck zwischen den Koordinaten 
eines oder mehrerer Punkte dadurch umgewandelt, insbesondere vereinfacht wird, dass man 
das Koordinatensystem wechselt Es ergiebt sich dabei die Aufgabe, statt der alten Koor- 
dinaten die neuen in den Ausdruck einzusetzen. Hierzu ist nötig, dass man die Beziehung 
zwischen den Koordinaten desselben Punktes in Bezug auf beide Systeme kennt. Man 
nennt diese Operation die Transformation der Koordinaten. 
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Aufgabe 1. Die rechtwinkligen oder 
schiefwinkligen Koordinaten eines Punktes 
auf ein neues Koordinatensystem zu trans- 
formieren, dessen Achsen denen des 
erstep parallel sind. 



Figur 4. 



X 



P 



y\ : 



j" 



AuflSsiing. Die Koordinaten OÄ und 
Pä des Punktes P bezogen auf das alte 
System XOY seien x und y, bezogen 
auf das neue System X^OY^ : O^B 
= £Ci und PB = y^ . Die Koordinaten 
OB und 0^B des neuen Ursprungs 0, 
im alten System seien a und b. Aus 
Fig. 4 und 5 ergiebt sich direkt: 

PB=PA — BÄ = Pä — 0,B 

0,B =BÄ = OA— OB, oder: 



t 



"Ä. 



1) 



^* 



(^ 



a R 




Ä?i = X — a 

Vi = y — i- 

Dabei sind die Grössen x, y, x^, y« , a, 6 
mit Vorzeichen behaftet zu denken, so 
dass also z. B. x^ negativ wird, wenn 
X und a positiv und a> x ist, oder 
wenn x negativ, a positiv oder wenn x 
negativ und a negativ, aber der absolute 
Wert von x grösser als der von a. In 
Fig. 5 z. B. ist a negativ, infolge davon 
ist x' gleich der Summe der absoluten 
Werte von x und a : O^B =■ BA = 
OA'\'BO, 



Erkl. 3. Die Transformation von einem Sy- 
stem auf ein solches mit parallelen Achsen nennt 
man Parallelyerschiebung des Systems. 

Anmerkung 8. Bei dieser Transformation ist folgendes noch zu beachten: Will man 
vom System der xf und y* in das der x und y transformieren, so ist 



la) 



x=^xf — a* 

Dabei bedeuten aber a und h die Koordinaten des neuen Ursprungs im alten System. 

Sind dagegen a' und h' die Koordinaten des alten Ursprungs im neuen System, so ist 

a' = — a, 6' = — 6, folglich: 

x^=.7f — a', 

y = y- K 

der Form nach übereinstimmend mit den Formeln 1). 
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Aufgabe 2. Die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten eines Punktes in Polarkoordi- 
naten zu transformieren, wenn der Pol 
mit dem Eoordinatenursprung, die Null- 
richtung mit der Xachse zusammenfällt. 



Figur 6. 



Auflösung. In Fig. 6 ist OA = x 
die Abscisse, FÄ = y die Ordinate, OP 
= r der Radius Vektor, <^ AOP = (p 
die Anomalie von P. 

Aus der allgemeinen Definition des 
Sinus und Kosinus eines Winkels: 



cos = 



Bad. Vekt 
Abscisse 



8tn = 



Rad. Vekt 
Ordinate 



rT 



(siehe Kleyer^ Lehrbuch der Goniometrie) 
folgt: 



.y 



2) 



4 



^ 



y = r sin qi. 

Durch Quadrieren und Addieren erhält 
man daraus: 



r = y^ar^ + y^ 



3) 



SrkL 4. Zwei bekannte goniometrische For- 
meln lauten: 

C08^ a + sin^ a = 1 

sina : cosa = tga 

(siehe Kleyer, Lehrbuch der Goniometrie, For- 
melsammlnng). 



während q) sich aus 3) und einer der 
Formeln 2) ergiebt; durch Division der 
Formeln 2) erhält man femer: 



tang q = 



X 



4) 



Für r ist nach Erörterung 3 stets der 
positive Wurzelwert zu nehmen. Aus 
Gleichung 4) ergeben sich zwei Winkel <p, 
man hat vermöge der Gleichungen 2) 
den Winkel go in demjenigen Quadranten 
zu nehmen, in welchem cos(p dasselbe 
Vorzeichen wie x hat. 



Aufgabe 3. Die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten eines Punktes zu transformieren 
auf ein zweites rechtwinkliges System 
mit gleichem Ursprung, dessen Xachse 
mit der alten Xachse einen gegebenen 
Winkel bilden. 



Auflösung. XO Y sei das alte, X'O T 
das neue System, OA = x und PA = y 
die Koordinaten des Punktes P im alten 
System, OA' = x' und PA' = y' seine 
Koordinaten im neuen System. Der Winkel 
X^X', welchen die neue Xachse gegen 
die alte bildet, sei a, und zwar positiv 
im Sinne entgegengesetzt dem Uhrzeiger; 
man ziehe den Radius Vektor OP = r; 
so ist <): XOP = (p die Anomalie für 
die alte, X'OP diejenige für die neue 
Nullrichtung. 

Nach Aufgabe 2 ist nun: 
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Figur 7. 




Erkl. 5. Zwei bekannte goniometrische For- 
meln (siehe Kleber, Lehrbuch der Goniometrie, 
Formelsammlung) lauten: 

cos (a — ß) = cos acosß-^- sin a sin ß, 

sin (a — ß) = sin acosß — cos a sin ß. 



ErkL 6. Diese Transformation nennt man 
die Drehung des Koordinatensystems. 



Krkl. 7. Zwei bekannte goniometrische For- 
meln (siehe Kleyer, Lehrbuch der Goniometrie, 
Formelsammlung) lauten: 

cos (a-\- ß) = cos acosß — sin a sin ßy 

sin (a + /?) = sin acosß-^- cos asinß. 



X -= r COS tf^ 

y =z r sin g>, 
x' '=^ r cos q>% 
y' = r sin q)% 
(p = ip — • a. 

Setzt man die letzte GleichuDg in die 
beiden vorhergehenden ein, so erhält man : 

x* = r cos{(p — a), 

y' =: r sin (gp — a) ; oder: 

X* = r cosqt cosa — r sinqtsina^ 

%f ^= r sin (p cosa — r cosq> sin «, 

oder mit Rücksicht auf die beiden ersten 
Gleichungen : 

x' = X cosa-^y sin a 

y' = — X sina -f- y cos a. 

Um X und y inxf und y' auszudrücken, 
setzt man in die Gleichungen o; = r cos <p 
und y =^ rsintp den Wert <p = ^' -|- a 
ein und entwickelt, dann erhält man 
unter Berücksichtigung der Gleichungen 
0)' =: r^ cosq>* und y' = r^ sintp: 



5) 



. . . 6) 



X :=^ x' cosa — y' sina 

y = x' sina-^y' casa. 

Dabei ist zu beachten, dass a der Dreh- 
ungswinkel des neuen Systems gegen das 
alte ist. Dagegen wäre a' = — a der- 
jenige des alten Systems gegen das neue. 
Setzt man diesen Ausdruck in 6) ein, 
so erhält man zwei Gleichungen von der 
Form der Gleichungen 5) unter Ver- 
tauschung von X und y mit x' und y'. 



Aufgabe 4. Die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten eines Punktes auf ein zweites 

rechtwinkliges System zu transformieren, Anflösimg. Die alten Koordinaten 
das einen andern Ursprung hat und gegen des Punktes P seien OA = x, PA = y^ 
das alte gedreht ist die neuen QB = | und PB = fj; die 

Koordinaten des neuen Ursprungs Q im 
alten System: OB = a, QB = h; der 
Winkel, unter welchem die neue Ab- 
scissenachse S gegen die alte geneigt ist, 
sei a. 

Man lege durch Q ein zum alten pa- 
ralleles System X^^Fi, in Bezug auf 
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Figur 8. 




welches die Koordinaten von P seien: 
QÄ^ = a?i und PÄ^ = yj ; dann ist 
nach Aufgabe 1: 



Xi =0? — a, 



y, = y — 6, 

Ferner ist, wenn man nach Aufgabe 3 
vom System XiQY^ auf das System SQH 
transformiert, wobei in den Formehi 5) 
und 6) X und y durch x^ ' und y^ , a?' 
und y" durch | und rj zu ersetzen sind: 

I = a?j C05 « + yi sin «, 

17 = — iTj «in a -|- y^ cosa. 

Setzt man hier die obigen Werte von 
Xi und y^ ein, so erhält man: 

tj = — (a? — a)ma4"(y — h)casa 
^ = (x — a)cosa'i'(ff — h) mia. 



7) 



ErkL 8. Diese Transformation ist die Dre^ .. ii.i.TTr- i.ttii. 

hang des Systems mit Verschiebung des ^^ umgekehrte Weise erhält man aus 
Ursprungs. den Gleichungen la) und 6): 



8) 



X = ^ cosa — ij sin a-\'a ) 

I • • • 

y = I sin a -J- 17 cos a + 6, ) 

wobei wieder zu beachten ist, dass a 
und b die Koordinaten des neuen Ur- 
sprungs im alten System sind. 



Aufgabe 6. Die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten eines Punktes zu transformieren 
auf ein schiefwinkliges System mit gleichem 
Ursprung und gleicher Abscissenachse. 




Krkl. 9. Nach einem bekannten geometri- 
sehen Lehrsatz (siehe Kleyer, Lehrbuch der 



Auflösung. In Fig. 9 sind OA = x 
und PA = y die rechtwinkligen, OA' 
= a% PA' = y' die schiefwinkligen Ko- 
ordinaten von P, der Achsenwinkel 
XOr ist <o. 

Die rechtwinklige und die schiefwink- 
lige Ordinate bilden ein rechtwinkliges 
Dreieck, in welchem der Winkel bei A' 
entweder = m (wenn oo spitz) oder =180** 
— <D (wenn co stumpf) (siehe Erkl. 9). 

Daher erhält man: 

OA' = 0A — A'A, 

femer ist im Dreieck PA'A: 

A'A = PA' cos PA'A, 

PA = OA' sin PA'A. 

Dabei ist zu bedenken, dass wenn <o 
stumpf ist, cos PA'A = — cos ix> (siehe 
Erkl. 10) aber gleichzeitig A'A negativ 
wird; man erhält also in jedem Falle: 
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Analytische Geometrie der Ebene. 



9) 



Planimetrie) sind korrespondierende Winkel bei gc = x' -^ y' COS (o 
durchschnittenen Parallelen einander gleich. 

y = y* Stn 00. 

Brkl. 10. Zwei bekannte goniometrische T\*^m^'i ^u ^v^ ji 

Formehl lauten: I^^^se Gleichungen geben, nach x" und y' 

/1OA0 X aufgelöst: 

C08 (180® — o) = — cos o, ® 

«n(180« — a) = - sma. a?' = a? — y CO^^r a> 1 ^ ^^^ 

Erkl. 11. Eine bekannte goniometrische ^ ^ ' ®* 
Formel lautet: 



co8a 
sina 



= t^a. 



Aufgabe 6. Die schiefwinkligen Ko- 
ordinaten eines Punktes in Polarkoordi- 
naten zu transformieren, wenn der Pol Anflösimg. Die schiefwinkligen Ko- 
mit dem Ursprung und die Nullrichtung ordinaten seien x und y; man trans- 
mit der Xiachse zusammenfällt. formiere sie zunächst nach Aufgabe 5 

in rechtwinklige «r, und y, , wozu man 
in Gleichung 9) x und y durch x^ und y^^ 
X* und y' durch a?' und y zu ersetzen 
hat; dann ist: 



x^ = 0? -j- y CÖ5 



<ö, 



y^ = y stn <o. 

Die Koordinaten x^ und y^ transformiere 
man nach Aufgabe 2 in Polarkoordinaten, 
so ist: 



rcos<p = x-\'yco8<o i 
r sififp = y sin od. ) 

Aus 11) folgt: 

r sin(p 



11) 



y = 



stn CD 



also: 



X = r cosff — 



r stntp cos x 



stnw 
r cos fp sin<o — sin y cos o? 



stnm 



oder: 



r stn (ip — co) 

X •= ; 

stntp 



y = 



r sintp 
sincD ' 



i 
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Aufgabe 7. Die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten eines Punktes auf ein schief- 
winkliges System mit demselben Anfangs- 
punkt zu transformieren, dessen Achsen- 



Auflösung. Man transformiere die 
gegebenen rechtwinkligen Koordinaten 



Transformation der Koordinaten. 1$ 

Winkel gegeben ist, und dessen Xachse ^, y zunächst durch Drehung auf ein 
mit der des alten Systems einen gegebenen zweites rechtwinkliges System , dessen 
Winkel bildet. Xachse mit derjenigen des schiefwinkligen 

Systems zusammenfällt. Die Koordinaten 
Gegeben: der Achsenwinkel des schiefen des Punktes in diesem System seien x^ 

Systems = a>; und y,, dann ist nach Aufgabe 3: 

der Drehungswinkel der neuen x,^xcosa + ysm «, 

Xachse gegen die alte = «. ' 1^7» 

y, = — X sina-^y cosa. 

Die Koordinaten x^ und y, verwandle 
man nach Aufgabe 5 in die schiefwink- 
ligen Koordinaten x^ und y^, so ist: 

x^ = a?, — y, cotg a>, 

Vv = Vi ' ^^ ^' 
Setzt man in den beiden letzten Gleich- 
ungen die obigen Werte von x^ und y^ 
ein, so erhält man nach einigen leichten 
Umformungen (siehe Erkl. 12): 



a?i = —. — [a?5tn(a}+«)—ycös (©+«)]] 
y^ = -: — [ — 0? Sin a -J- y COS «]. 

StHOO 



13) 



Die Auflösung dieser Gleichungen nach 
X und y giebt (siehe Erkl. 13): 

y z=z x^ C08a + y^sin((o + a) ] ^ ^^. 

X =^ X^ cos a -\- y^ cos (o) -{•• a\ ] 

wobei aber zu bedenken ist, dass a der 
Winkel ist, welchen die Xachse des schief- 
winkligen Systems gegen die des recht- 

BrkL 12. Die ümformong geschieht so: Es winkligen bildet 
wird: 

X, = «j — ifj tg Ol 

, I . X ( — X8ina+yc08a)c08tit 

= («c(wo+y»H«) — -^ — — 

X eo8a 8inw-^y sina cosm-\'X sina cosu — y C08a eo8(o 

«in Ol 

»(8inmeO8a-\'C08m8ina) — y{eo8a C08ta — sina sinti) 

x8in{m-{'a)'-yco8(itB'\-a) 

sinm 

(siehe Srklftning 7). 

KzkL 18. Um die Formehi 14) za erhalten, 
mnltipliEiert man die erste Gleichiing von 18) 
mit mn oy die zweite mit «m (» -|- a) und addiert; 
ebenso multipliziert man die erste Gleichung 
von 13) mit cosuj die zweite mit co« (o»-|-^) 
und addiert Auf die so erhaltenen Gleichungen 
wendet man die Formeln von Erkl. 6 an. 
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Analytische Geometrie der Ebene. 



Aufgabe 8. Die schiefwinkligen Ko- 
ordinaten eines Punktes auf ein zweites 
schiefwinkliges System mit gleichem Ur- 
sprung aber anderem Achsenwinkel zu 
transformieren, dessen Xacbse gegen die 
alte gedreht ist. 



Figur 10. 




Aiiflösimg. Die alten schiefwinkligen 
Koordinaten seien x und y^ die neuen 
X und F, der alte Achsenwinkel sei o, 
der neue 52, der Winkel, welchen die 
neue Xachse gegen die alte bildet, sei a 
(Fig. 10). Transformiere die Koordinaten 
X und y auf ein rechtwinkliges System 
mit gleichem Ursprung und gleicher 
Xachse nach Aufgabe 5. In diesem 
System seien x^ und y^ die Koordinaten, 
dann sind in den Gleichungen 9) x und y 
durch x^ und y^ , x' und y* durch x und y 
zu ersetzen. Man erhält: 



x^ = a? -j- y cos <ü. 



y^ = y sin 0). 

Die rechtwinkligen Koordinaten x^ und t/^ 
werden nach Aufgabe 7 auf das neue 
schiefwinklige System XOFtransformiert, 
wobei in Gleichung 13) o? und y durch 
X und ^4 ; x^ und y^ durch X und T 
zu ersetzen sind; dann ist: 

X = -.-— [ä\ sin(Sl+a) ^ yiCOs{il'\-a)\ 



r= 



stnfl 



[ — x^ sina-^ y^ cos «]. 



X = 



r = 



s^n 
1 



Setzt man hier die obigen Werte von x^ 
und y^ ein, so wird: 



[xsin{Sl'{'a)-{-xsin(Sl'^a — 



stnao 



Krk. 14. Es wird z. B. 
Xsinü^ {x-\- ycos m) sin (Sl -}- «) 
— y sinm cosifl -[- «) 
= X 8in (ü -{- x) 
-(- y [nn(A-{-a) co«*i^cas(i24-a)«tnoi] 

= a? «in (Ä + o) + y m (Ä + « — •)• 



\ 15) 

Aus Fig. 10 ist ersichtlich, dass: 

fl + a der Winkel der neuen Fachse 
gegen die alte Xachse, 

fl-{' a — ioder Winkel der neuen Fachse 
gegen die alte Fachse, 

a der Winkel der neuen Xachse gc^en 
die alte Xachse, 

a> — a der Winkel der neuen Ziachse 
gegen die alte Fachse ist 

Man kann daher die Transfonnations- 
formeln auch in folgender Weise schreiben: 

XsinSl = — a?m(F,Ä?)+y^n(F,y) Lgx 

Xsinfl ^ — ysin (X, x) +y sm(X,y).j 



Transformation der Koordinaten. 
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Werden die Transformationsformeln rück- 
wärts benätzt, so ist zu beachten, dass 
z. B. sin (X, y) = — sin (y, X) ist 



Anmerkung 9. Haben die beiden schiefwinkligen Systeme den gleichen Achsen- 
winkel, so ist ß = Q), fl — 0} = 0, also werden die Gleichung 15) : 

Xsin(o = X sin ((o -\-a) -\- y sina ^ 

YsinoD z=z —xsina +y«m (<»—«). ) 



17) 



Anmerkung 10. Mit Hilfe der Formeln 15), 16) und 1) lassen sich auch schief- 
winklige Systeme von verschiedenem Achsenwinkel, verschiedenem Ursprung, verschie- 
dener Richtung der Achse aufeinanaer transformieren. 



Aufgabe 9. Die Polarkoordinaten 
eines Punktes auf ein beliebiges schief- 
winkliges System zu transformieren. 



Figur 11. 




ErkL 15. Aus den Formeln 18) erhält man 
z. B. X — a, wenn man die erste Gleichung 
mit ain (m — «), die zweite mit cos (oi — «) 
multipliziert und subtrahiert; es wird dann: 



Auflösung. Die schiefwinkligen Ko- 
ordinaten des Pols seien QB =i a^ 
OB = h^ der Winkel der Nullrichtung 
OXi gegen die Achse QX sei a, a?, y 
seien die schiefwinkligen, r und <p die 
Polarkoordinaten von P. Durch den Pol 
sei ein rechtwinkliges System X^OY^ 
gelegt, dessen Xachse mit der NuUrich- 
timg zusammenfällt; in Bezug auf dieses 
seien OA^ = a?^ und FJ^ = y^ die 
Koordinaten von P. 

Dann ist nach Aufgabe 2: 

Xi = r cosqi^ 
y^ =1 r sin qp. 

Ersetzt man femer in Aufgabe 8, Glei- 
chung 15) die Grössen X und Y durch 
x^ und y^ , die Grössen x und y durch 
X — a und y — 6, die Grösse Sl durch 
90 ^ so erhält man: 

a7i5«w90^ = (a;— a)sin(90« + tt) 

+ (y — 6)si»(90« + a — 0)), 

j/i sin 99® = — {x — a) sin a 

+ (y — J)m(a) — a), 

oder : 
Xi =(07 — a) C05 a + (y -r- J) cos (co — a)' 

j/t = — (x — a)stna4-(y — h)sin{(io — a). 

Setzt man hier die obigen Werte für 
x^ und y^ ein, so erhält man: 

r cosqi = (x — a) cosq) 

+ (y — &) <^s (<D — a) 
r sin<f) = — (x — a) sin a i 

+ (y — &) «w (o> — «)• ^ 



18) 
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r jcoa <p sin {m — a) aintp cos (w — a)\ 
= (x — o)jcos a sin (w — a) 
-|- sin a cos (a> — «)| 



Diese Gleichungen geben, nach x und y 
aufgelöst : 

r sin ((o — a — qr) \ 



x = a + 



Stnca 



oder nach Erkl. 5) und 7): 

r sin (w — a -- y) = (« — «) «in (» — « + o), , , rsin(a'j^(f) i 

^, simo ' / 

stn m 



19) 



r sin(u — a — <p) 



sinio 

Umgekehrt erhält man: 

r»=(a? — a)» + (y-6)' + 

2{x — ä)(jf — 6) cos 09. 



20) 



Anmerkung 11. Die Transformation der Polarkoordinaten anf ein beliebiges recht- 
winkliges System ergiebt sich aus den Formeln 18), 19), 20), wenn man cd = 90^ setzt: 

rcos<p = (X'-a^cosa -|-(y — h)sina I 

r8in(p=^ — (z — a)8%na-^{y — b)co8a \ ^ 

r» = (x-a)» + (y — 6)' 22) 



4). Aufgaben über die Koordinaten von Punicten. 



Aufgabe 10. Die Entfernung zweier 
durch ÜLie Koordinaten gegebenen Punkte 
in diesen auszudrücken. 



I. Das Koordinatensystem ist recht- 
winklig. 



i 



Figur 12. 




i\- 



\ 



A, 



^ 



Auflösung. I. Die Koordinaten von 
P^ sind x^ , y^ ; 

Ziehe durch P^ die Parallele zur Xachse, 
durch P, die Parallele zur Fachse, beide 
treffen einander in JB. Im rechtwinkligen 
Dreieck P^F^B ist P,JB gleich dem 
Unterschied der Ordinaten, P,JB gleich 
dem Unterschied der Abscissen, und nach 
dem pythagoräischen Lehrsatz: 

Wenn man also P^ P, durch d bezeich- 
net, so ist: 

d^ = {x^—x,y + {y^—y,)\ 

Dabei bedeuten a?, — a?i, y, — y^ alge- 
braische Differenzen; liegen also P^ 
und P, in verschiedenen Quadranten, so 
kann der eine oder andere dieser Aus- 
drücke zu einer Summe werden. 

Für d als Strecke ist immer das posi- 
tive Vorzeichen der Quadrantenwurzel 
zu nehmen. 

IL Die Parallele durch P, zu OX 
und die Parallele durch P, zu 07 bilden 
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Dos vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1861. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein fthnHckes zur Seite steht, erscheint monatlieh in 3—4 
Heften zu dem bilUgron Preise von 25 ^ pro Heft and bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten and praktischsten Aufgaben aus dem Oesamtgeblete der Mathematik , Phjsiki 
Meehaalki math. GeogrrApl^iOf Astronomie, des Xasehlnen-| Strassen- , Elsenbahn-| 
Brfleken- und Hoehbaues, des konstrnktiTen Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollstftndlg 
gel5ster Form, mit yielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwiekelnng der 
benutiten Satze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh In ihrer Gesamtheit ergänzen and alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benntit 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften fOr die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen L und II. Ordn«, gleioli- 
bereehtigten höheren Bttrgerschnlen, Privatschulen, Gymnasien, RealgTuinasien, Pr*« 
gymnasien, Sehullehrer- Seminaren, Polyteehniken, Techniken, Bangewerkschulen, 
Gewerbesehnlen, Handelsschulen, teohh. Yorbereitungsschulen aller Arten, gewerbliehe 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissensehaftsschnlen, 
Militärsohnlen, Yorliereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Ei^fälirig- Frei- 
willige- und Offlziers-Examen etc. 

Die SehOler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese. Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwälirend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die Überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lelirer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Sclral- 
Unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematisdien 
Disciplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die g^e- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
and Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Inirenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Milit&rs 
etc. etc. soll diese Sammlung znr Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in aUen Bemlis- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasaer, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a.M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigong 
thnnlichst berücksichtigt. 

Stirttgari. Die Yerlagshandliing. 



Aufgaben über die Koordinaten von Funkten. 
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IL Das Koordinatensystem ist schief- 
winklig. 



Figor 13. 



ein Dreieck P^P^B^ in welchem der 
Winkel bei B entweder gleich dem Achsen- 
winkel 00 oder gleich seinem Nebenwinkel 
ist. Das erstere ist der Fall, wenn die 
Ausdrücke x^ — Xi und y, — y^ ver- 
Figur 13 a. 





schiedenes Vorzeichen haben, das letztere, 

Brlü.l6. Ein geometrischer Satz lautet: 7?°° «ie gleiches Vorzeichen besiteen 

Zieht man zu den Schenkeln eines Winkels (siehe Flg. 13 und 13a). Nun liefert 

Parallelen durch einen Punkt, so scbliessen die- der allgemeine Pythagoräer im Dreiecke 

selben einen Winkel ein, welcher gleich dem P P B: 

gegebenen oder gleich seinem Nebenwinkel ist ^ ^ ' 

(siehe Kleyer-Sadis, Lehrbuch der Planimetrie). PP^=PB^'^PB^ 

ErkL 17. Der pythogor&ische Lehr- — 2 P^B . P^B .cosP^BP^ 

satz lautet: In jedem rechtwinkligen Dreieck ^u^j,, 

ist das Quadrat der Hypotenuse gleich der Summe ^^^^' 

der Kathetenquadrate. ,. .^ C05 P. J5P, = C05(180«— ©) = — cö5<d, 

Der allgemeine Pythogoräerheisst: Das i > v / i 

Quadrat einer Dreiecksseite ist gleich der Summe wenn x^ — Xi und J/j — yj gleiches Vor- 
der Quadrate der beiden andern Seiten vermehrt zeichen besitzen dagegen: 
oder Yennindert um das doppelte Rechteck aus )'*&&* 
einer dieser Seiten und der Projektion der cos P^BP^ = COSg)^ 
andern auf sie, je nachdem der Gegenwinkel , 
der ersten Seite stumpf oder spitz ist. (Siehe wenn x^ — x^ und y^ — y^ verschiedenes 
Kleyer-Sachsj Lehrbuch der Planimetrie.) Vorzeichen haben. Im ersten Falle ist 

Trigonometrisch lautet der allgemeine Pytha- jas Produkt (x^ — ^i) . (y, — y.) positiv, 

goräer (siehe Kleyer, Lehrbuch der Tngono- j^ ^^^^^ p^U^ ^^^^^j^ p^ ^j^^ ^^^^^ 

«»etne;. _____ in beiden Fällen das Produkt P^ 5. J?,B . 

cosB^BP^ = — {x^ —^i){yi—yi)coso). 
Folglich ist allgemein: 



a' = 6^ -f- c' — 26c . eo8 a. 



III. Die Koordinaten sind Polar- 
koordinaten. 



d = y{x,-x,y-i'{y,-y,y+2{x,—x,){y,-y,)cos^ 2) 

III. Die Polarkoordinaten der Punkte 
seien: p, :r„(p,; P,:r,,(p. 
Dann ist nach Aufgabe 2: 

x^ = r^ cos gPi ; y^ = r^ sin qp^ ; 

Xj = rj cos gpj ; y, = r, sin qp, ; 

Setzt man diese Ausdrücke in Gleichung 1) 
von Aufgabe 10 ein, so erhält man: 

d« = (r, C05 (jPj — r^ cosqi^y 
oder aufgelöst: 
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Erkl. 18. Eine bekannte Formel der Buch- d^ = r, * cos^qi^ +^1 ^cos^tf^ 
stabenrechnung (siehe Statidacher, Lehrbuch _ 1 1 • t 

der Buchstabenrechnung) lautet: — 2 r^ r, cosqp, CO$(jp^ -f- r^^sm^qi, 

(a — 6)» = a» — 2a5 + R + r^ ' sm'qp^ — 2 r^ r, sin^, sinq)^ 

ErkL 19. Nach bekannten goniometrischen i n" 1 i ? vfj ^i/i 

Formeln ist: folglich: 

cos'^ a + sin^ a = l 

cosia - ^) = co8a co8ß + sinasinß, ^ = V^j ' + »-1 *— 2r, COS(()0j — <pj 3) 

Anmerkimg 12. F&Ut einer der beiden Punkte mit dem Koordinatenurspmng zu- 
sammen, so ist für ihn: a;, = ^2 = 0, daher: 

d = V"a?i' + y|' im rechtwinkligen System, \ 

d = yx^-\-y'^-\-2xy cosm „ schiefwinkligen „ [ 4) 

d = r^ „ Polarkoordinatensystem. ; 



Aufgabe 11. Den Winkel anzugeben, 
welchen die Yerbindungsstrecke zweier Anflösimg. Die Strecke P^ P, mache 
Punkte mit der Xachse bildet. mit der Xachse den Winkel a, so ist 

nach Figur 13 im rechtwinkligen System, 
wo <^P^P,B = a ist: 

^,«=y^-J^, 5) 

wobei a immer in demjenigen Quadranten 

zu nehmen ist, in welchem cos a dasselbe 

Vorzeichen hat wie x^ — x^. 

Krkl. 20. Ein bekannter trigonometrischer Im schiefwinkligen System giebt (siehe 

Satz lautet: p. ^3 ^^^ jg^x ^^^^ ^ ^^^ Winkel 

Die Sinusse zweier Dreieckswinkel yerh^^^^^^ pp ^j Xachse, ß der 

sich wie die Gegenseiten dieser Winkel. (Siehe ". 1 V ' tTt^ j. ^ i_^ • -t 

Kleyer, Lehrbuch der Trigonometrie.) Winkel von P^ P, gegen die Zachse ist, 

das Dreiek P^F^B: 

sinaisinß = y, — y^ :x^ — T^, 

Diese Formel gilt in jedem Falle, denn 
für Fig. 13a ist z. B. im Dreiecke PiP,-B 
<^ P,P,B = 360« — a, <^ P.P^B = 
180° — i8 und P^B = y, — y^, folglich: 

— sinaisinß = y^ — y, : a:, — Xi- 
Da nun a + jS = w ist, so erhält man : 

sin (flo — a) x^ — Xi 

sin a "" yj — yi ' 
oder (siehe Erklärung 5): 

sin (D cosa — cos 00 sin a x^ — x^ 

Erkl. 21. Eine goniometrische Formel heisst: sin a t/, -^v ^ 

coea oder: 
cotg a = — ; — . . ^ , ar, — Jc. 
8tn a sin a> cotg a = cosoy-f- -^ 

oder: 
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x^ 



X, 



... 6) 



Srkl. 22. Die Gaass'sche Dreiecksformel 
laatet: 

(siehe KUyer, Lehrbuch der Trigonometrie). 



cotg a = cotq <» + y . . 

Bequemer wird die Auflösung unter 
Benützung der Gauss'schen Formel: 

^-2- - ^^-2'{^;^^+{^,-x,)' ^^ 

— r-^ ist immer ein spitzer Winkel, 

da a — ß kleiner als a> sein muss. 

Um den Winkel a in Polarkoordinaten 
zu haben, transformiert man nach Auf- 
gabe 2 die Koordinaten der Punkte auf 
Polarkoordinaten und setzt sie in Glei- 
chung 6) ein, dann ist: 



r, sin qpj — r, sin gpj 
r, eos(p^ — r^ cosap^ 



8) 



Aufgabe 12. Die Koordinaten zweier 
Punkte sind gegeben, die Koordinaten 
eines Punktes der Verbindungsgeraden 
zu berechnen. 

Es sind schiefwinklige Koordinaten 
vorausgesetzt. 

Das Verhältnis A = m : n ist gegeben, 
in welchem die Verbindungsstrecke F^P^ 
durch Punkt P so geteilt wird, dass 
T,T:F^P = m\n. 

Figur 14. 




Auflösung. In Fig. 14 ziehe man 
durch P, zu OF, durch P, zu OX Pa- 
rallelen, die einander in B treffen, durch 
P (zwischen P^ und P,) oder (g (ausser- 
halb PiPj) ziehe zur Fachse die Pa- 
rallele, welche P^ J5 in -4 (oder G) trifft, 
und zur Xachse die Parallele, welche 
P^B in B (oder E) trifft. 

Dann sind die Dreiecke: 

B.PÄ, PP,B, P,P,B, 
ebenso die Dreiecke: 

P,QC, QP,E, P,P,B 
einander ähnlich (siehe Erkl. 23), daher: 



P,A:P,Bz= P,P 
PÄ:P,B=P,P 

P,C:P,B^P,Q 
QC:P,B = P,Q 



P P 

P P 

P P 

P P 



aber: 



Erkl. 23. Zwei Dreiecke sind einander &hn- 
lick, wenn ihre Seiten paarweise parallel sind. 



P,P: PP, = fn:M, 
P,Q:P,Q =m:n; 
daher: 

P,P:P,P^ =w:w + w, 

P^^:PiPj = w:m — w. 
Daher ist mit Rücksicht auf Fig. 14, 
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wenn x, y die Koordinaten von P, (xf^ xf 
die von Q sind: 

X — x^:x^ — x^ = m : w + n, 

y — Vi 'yz—Vi = »w:w-{-w, 
o;' — x^'.x^ — x^ =^ m:m — n, 

y' — yi -yz—yi = mim — n; 
also: 



Erkl. 24. Aus den Proportionen werden die mx^ -{- n x^ 



Gleichungen 9) nnd 10) so abgeleitet: ^ — m-V-n 

Man erhält darch Multiplikation der äusseren ' ^ . . . . . 9) 

und inneren Glieder : ^ 1^2 ~h ^ 2/i ' 

m — n \ ,^v 

__ m(a?2 — a5|) + iPi(»»-|-n) \ lü) 

"" m + n ' Um eine Gleichheit zwischen den beiden 

_ mx^ ^nx^ Fällen herzustellen, wo der Teilpunkt 

~ m -|_ n~~" der Strecke P1P2 ausserhalb und in- 

nerhalb liegt, und dieselben nicht be- 
sonders unterscheiden zu müssen, nimmt 
man n positiv, wenn der Teilpunkt in- 
nerhalb, negativ, wenn er ausserhalb 
liegt; dividiert man nun in Zähler und 

Nenner durch n und setzt + — = + ü, 

"■ n "" 

so erhält man für beide Fälle: 



Xä I A Xi 



' 11) 

^ m -f- n / 

Anmerkung 13. Die Gleichungen 11) stellen jeden Punkt dar, welcher auf F^V^ 
liegt. Ist X positiv, so liegt P innerhalb ^4^2» ^^^ zwar näher bei P, wenn X < 1» 
näher bei Pj, wenn X > 1; ist X negativ, so liegt P ausserhalb PyP^ auf der Seite von 
P^, wenn der absolute Wert von X < 1, auf der Seite von Pj, wenn er > 1 ist. 



Aufgabe 13. Den Winkel zu bestim- 
men, welchen die von einem gegebenen 

Punkte nach zwei andern gegebenen Auflösung. Es seien die Koordina- 
Punkten gezogenen Strecken mit ein- ten von: 
ander bilden. P:a;, y; 

Das Koordinatensystem ist rechtwinklig. ^* ^' ^*' 

-^2 : ^ , y 2 • 

Der gesuchte Winkel Pj-^^i sei = t; und 
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zwar positiv im Sinne der wachsenden 
Anomalie. 

Man lege durch P ein Koordinaten- 
system parallel zu dem gegebenen, in 
demselben seien a?\, y\ ; ic',, y', die Ko- 
ordinaten von P^ und P, , dann ist nach 
Aufgabe 1: 

^2 =a;,— a;, y', = y,— y. j 

Führt man nun Polarkoordinaten mit 
dem Pol P ein, so ist: 

x'^ = r, C05 qpj , y\ = r, sin qp, 1 

t? = <P2— 9>i 14) 

Daher ist (siehe Erkl. 5 und 7): 

X- cosv = cos (p, cos qPj 4" ^^ ^2 ^^ ^i 

5tnt; := sinq)2 cosq>^ -j-cosqjj mqp^. 

Setzt man hier nach Multiplikation 
mit r^r, die Werte 13) ein, so ist: 

r^r^ cosv == af^uf^ -f-y^y'i j . 

r^r^ sinv = oc\y\—x\y\. ) ' ' 
Durch Division erhält man: 

Der Quadrant für t; ist so zu nehmen, 
dass vermöge der ersten Gleichung 15) 
cosv dasselbe Vorzeichen bekonmit wie 
der Nenner rechts in Gleichung 16). 




Aufgabe 14« Den Inhalt eines Drei- 
ecks zu bestimmen, von welchem die Auflösung. Die Koordinaten der 
Koordinaten seiner Ecken gegeben sind. Ecken seien (siehe Fig. 16): 

P:^, y, 

-^2 '•^11 Vit 

Ärkl. 25. Nach einem bekannten trigono- Der gesuchte Inhalt = J. 
metrischen Satze (siehe J!n«^er,Lehrb.d.Triffono- ^v j ix t i_ i>l • r\ - i 

metrie) ist der doppelte Inhalt eines Dreiecks: D^r doppelte Inhalt emes Dreiecks 

2J=ab8in '^^^* ^^^^ durch zwei Seiten und ihren 

^' Zwischenwinkel ausdrücken. 'Ist 

PP, = r,, PP, = r„ ^ P,PP, = V, 

so ist nach Erkl. 25: 

2 J = r, r j sin v. 
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Figur 16. 



Aber nach Aufgabe 13 ist: 




rjTj sinv = x'^y\—af^y\, 



wo: 



oC^ =x,—x] y\ =y,—y, 

jf^ = X^—X, y\—y^—y. 

Folglich ist: 
2J={x,—x){y^ — y) — {x^—x){y, 

oder ausgerechnet: 
2J={xy,—x,y)'\'(x,y^—x^y^) 



-y\ 



17) 







X 



Anmerkung 14. Die Formel 17) fflr den doppelten Inhalt eines Dreiecks ist leicht 
Zü merken, wenn man die Bachstaben x, x^, x^; y, y^, y^ in folgender Weise in rwei 

f^ Äi yi* ^* 

Reihen untereinander schreibt: ^ ' , sodann Gruppen von je vier ein Quadrat 

y ^1 yt y 

bildenden Bnchstaben ausschneidet: i* i ?> > ^ j^ diesen drei Gruppen molti- 

y yv yx yv y^ y 

pliziert man die Diagonalglieder von links oben nach rechts unten und die Diagonal- 
glieder von rechts oben nach links unten und giebt dem ersten Produkt das positive, 
dem zweiten das negative Vorzeichen. 

Anmerkung 15. Vertauscht man in der Inhaltsformel die Koordinaten von P^ mit 
denen von P,« ^^ ändert der rechte Teil der Formel seine Vorzeichen. An und fflr sich 
hat nun ' ein negativer Inhalt eines Dreiecks keinen Sinn. Dieser Zeichenwechsel hat 
jedoch Bedeutung, wenn man den Inhalt eines Vielecks als Summe von einzelnen Drei- 
ecken berechnet, wobei im Falle einspringender Winkel einzelne Dreiecke zu subtrahieren 
sind. Man kann sich in diesem Falle die Regel merken, dass man den Inhalt eines 
solchen Dreiecks als positiv ansieht, weon man beim Umlaufen des Dreiecks in der 
Richtung entgegen der Bewegung des Uhrzeigers die Fläche links liegen hat 



üebungsaulgabe 8. Ein Punkt hat in einem rechtwinkligen System die Koordinaten 
^ = 3,4; ^ = — 6,8; seine Koordinaten in einem parallelen System anzugeben, dessen 
Ursprung de Koordinaten a = 2, & = -|-7in Bezug auf das alte System hat 



Antwort a?^ = -|- 5,4 ; y, = 
Andeutung. Siehe Aufgabe 1. 



13,8. 



üebungsaulgabe 9. Dieselbe Aufgabe, wie in 8, jedoch mit den Zahlenwerten: 

a; = — 4,5; ^ = + 9,7; a = + 3,6; 6 = -+- 9,4. 

Antwort. oJj = — 8,1; ^, — -|- 0,3. 



üebungsaulgabe 10. Ein rechtwinkliges System wird um den Winkel a gedreht; 
die Koordinaten a;^ y^ eines Punktes im neuen System aus den Koordinaten x^ y in Be- 
zug auf das alte System zu berechnen. 
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Gegeben, a? == 4,5; y= — 5,6; « := 30 o. 

Anilösimg. Nach Aufgabe 3 ist: 

0^ = 4,5 . cöÄ 300 — 5,6 . sin 30», 
y' = — 4,6 . «n 300 — 5,6 . cos 300; 

aber «in 300 = 1/2; cos 30 = 1/2!^ 3^ (siehe KUyer^ Lehrb. der Goniometrie), also: 

x'= 2,25 . V 3"— 2,8 = + 3,9 —2,8 = + 1,1, 
tj = —2,25 — 2,8 . V 3 = — 2,25 — 4,85 = — 7,1. 



üebnngsaiilgabe 11. Dieselbe Aufgabe wie in 10 mit den Zahlen: 

:c=:6,2; y = 3,6; a = — 450. 

AnflÖBimg. cos (— 45o) = cöä 45o = i/'a V 2~ 

s%n{ — 450) = — afw450 = — V2 V 2 (siehe JBTZeycr, Lehrb. d.Goniometrie) 
x' = 1/2 V 2 (6,2 — 3,6) = 1,8385, 
y = 1/2 V^y (6,2 -h 3,6) = + 6,9396. 



üdbongsanigabe 12. Dieselbe Aufgabe wie in 10) für die Zahlen: 

a = + 1120 35' 10'', x = — 9, 8451 : y = + 2, 3447. 



AiifloBimg. cos 112o 35' 10'" = — sin 22o 35' 10", 

sin 112« 35' 10" = -|- cos 22o 35' 10"; 



Die Kleyersche Logarithmentafel giebt: 

log sin (— 220 35' 10") = 9 . 5 8 4 4 1 ne^r. 
log cos 22« 35' 10" =9.9 6 534 
log —9,8451 = 0.9 9 3 2 2«C5'. 
log 2,3447 =0.37009 



siehe Kleyer^ Lehrbuch der 
Goniometrie. 

also ist die Rechnung: 

9.58441 ne^ 
. 9 9 3 2 2 fig^ 

0.57 76 3 ~Num: +3,7812 



9.96534 
0.37009 



0.3 3 533 Num: +2,26 6 4 



^' = +6,0476 



9.96534 
. 9 9 3 2 2 nc^ 



0.95856«c^ Num: —9,0900 



9 . 5 8 4 4 1 w€^ 
0.37009 



9.9 5 450fiC5r Num: —0,9005 



y' = — 8, 1 8 9 5 



üebnngsaiilgabe 13. In einem schiefwinkligen System mit dem Achsenwinkel 00 == 6OO 
hat ein Punkt die Koordinaten a; = — 5, ^ = + 2; was sind seine Koordinaten in einem 
System mit dem Achsenwinkel oo' = 300, dessen Ursprung im alten System die Koor- 
dinaten a = 4, & = hat, und dessen Xachse gegen die alte Xachse um a = — 15o 
gedreht ist. 

Anilösimg. Durch Parallelverschiebung des Systems auf den neuen Ursprung erhält 
man nach Aufgabe 1: 

a?i = --5 — 4 = — 9; y^ = 2 — = 2. 
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Weiter ist nach Aufgabe 8: 

1 



r= 
x = 



sin 30^ 
1 



|— 9 . sin (300 — I50) + 2 . m (30o — I50 — 60»)}, 
sin 300 {9 . m (~ 150) + 2 . sin (6O0 + 150)) ; oder: 
(— 9 . 5tnl60 — 2 . «in 450), 
(— 9. sin 160 + 2 . Äm750). 



«in 300 
1 



5m 800 

Aber (siebe Kleyer, Lehrbach der Goniometrie, Formelsammlung): 

sin 150 = i V"2 — YT= 0,2588; sin 30o = | = 0,5; 

sin 450 = I V2 = 0,7071 ; «t» 75o = cos 150 = ^ V2 + V^' = 0, 9659. 

Daher ist: 

X = 2 (— »yT— V3 —IY2 = — 9 V2 — /§"- 2 V^2", 

r = 2 (— f V2 — V3""+ f V2 + vD = -9 V2 - vi + 2 V2 + v^3. 

Die Berechnung wird bequemer, wenn man X und Y quadriert: 
X» = 81 (2 — V3) + 4.2 — 2.9.2 V* — 2 \^3 

= 170 — 81 ys — 36 Y(y3 — iy== 170 — Sl V^' — 36 (V3 — 1), 
also: 

X = — V134-- 117^3= — Vl,35015~= — 1,162. 

r» = 81 (2 — Y3) -f 4 (2 + V3 ) — 2.9.2. V(2 — V3)(2 + V^T 

= 170 — 77 V3 — 36 = 134 — 77^3, 
Y=± V"l34 — 77yr= ± V0,73215"= ± 0,795. 
Bei X sieht man ans dem unausgerechneten Ausdruck, dass es negativ sein muss, bei 

r ist dies nicht ohne weiteres ersichtlich. Es fragt sich, ob 9 ^2 — V3 ^ 2 V2+V^3; 
oder quadriert, ob: 

81 (2 — V3 ^ 4(2-[-V¥) oder 162 — 81 ^3^ 8 + 4^3, oder 154 ^ 87 ^3; 
die letztere Frage giebt das positive Zeichen, also ist Y negativ, folglich: 

Z = — 1,162, r == — 0,795. 



üdbongsanigabe 14. In einem Winkel 
BAC =^ (ß liegt ein Punkt P und auf dem 
Schenkel AB ein Punkt Q. Durch P sind 
zu den Schenkeln die Parallelen PX und 
P Y gezogen. Man soll PX = x, PY=:y 
berechnen, wenn man den Abstand uiQ = a 
und den Winkel BQP =: qi kennt: 

0, = 600, <p = 300, AQ = 4, P^ = 5. 

Aofiosong. P ist der Pol eines Polar- 
koordinatensjstems mit der Nullrichtung QB; 
AB, uiC die Achsen eines schiefwinkligen 
Systems, PX und P Y die schiefen Koordi- 
naten von P. Der Winkel der Nullrichtung 
gegen die Xachse ist =0, daher hat man 
nach Aufgabe 9 die Fprmeln: 



Figur 17. 
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__ , rsinjoi) — gp) __ . . 5 . sin SQo _ . . 6 . gtn 30Q _ , , 5 

*""*'■ «i«o) —4+ «i«600 ■"'■ 2. «in 300 C05 300 ""'^ i" 2cos30o 

_ _r«fnjpi _ 5 «m 300 __ 5 , gin 30 o 6 

^"" «ffio) ■" «««600 "" 2 . sin 30o cos 300 "^ 2 co« 30o ' 

aber cos 30» = ^ ^3, folglich: 

« = 4 + A|^, y = ^1, oder « = 6,4201, y = 2,4201. 



üebimgsaiilgabe 15. Die Koordinaten des Mittelpunkts einer Strecke zu berechnen, 
wenn die Koordinaten der Endpunkte gegeben sind. 

Anfloixmg. In Aufgabe 12, Gleichung 11) ist X = 4" 1 zu setzen, dann wird: 



üebnngsanigabe 16. Die Polarkoordinaten des Teilpunkts einer Strecke in den 
Polarkoordinaten der Endpunkte auszudrücken. 

AuflÖBimg. In Aufgabe 12 setze man : x^ = r^ cos gp^ y^ = r^ sin q)^ ; o;, = r, cos q},, 
y, = r2 «in gp,; x = r cos 9, y = r «tn gp (vergl. Aufgabe 2), dann ist: 

r* coS(Di-i-X r, cos qpo 

Ti «in qpi + Ä. r, sin w^ 
rst„cp = j^p^ -; 

durch Quadrieren und Addieren unter Berücksichtigung der Formeln von Erkl. 4 und 
Erkl. 5 erhält man; 

rj = r^^ + X* r,' + 2 X r^ r^ cos (gp^ — 9i)- 

Durch Division erhält man: 

Ti sin gpi -|- ^ r^ sin gp2 

^ ^ r^ CO« gpi + ^ ^2 Cös q^j ' 
Für den Halbierungspunkt ist: 

H = rj»+ rj* + 2 r, r, co« (gj, — gpj 

r^ sin gpi + r, «in gpj 

^ ^ r^ cos gpi -(- rj co« gpj ' 



üebungsaufgabe 17. Die Ecken eines Dreiecks haben die Koordinaten 

P^ : 3, 4; P, : 5, — 6; P3 : — 2, — 3. 
Man soll die Koordinaten der Seitenmitten berechnen. 

m 

AufloBimg. Nach Üebungsaufgabe 15 sind die Koordinaten der 

Mitte von PjP,: IV2, — ^^z^ 

P jp . 4 1 
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üebnngBanfgabe 18. Die Yerbindnngsstrecke der Pimkte 3, 4 und 2, — 6 ist in fttnf 
gleiche Teile geteilt; die Koordinaten des zweiten Teilpunkts zn berechnen. 

AuflÖBiing. In Aufgabe 12, Gleichung 11) ist X = 2: 3 zu setzen, also: 



üebnngBaiifgabe 10. Die Koordinaten des Schwerpunkts in einem Dreieck durch 
die Koordinaten der Ecken auszudrücken. 

AnnöBong. Die Mitte P^ von P, P, bat 

die Koordinaten (siehe Uebungsaufgabe 15): 

Xrkl. 26. Unter Schwerpunkt eines Drei- '^ ^ 

ecks versteht man den ^gemeinsamen Schnitt- j)er Schwerpunkt dritteilt P, P. so, dass er 

punkt der drei Schwerhmen, d. h. der selten- «i^^ v^i p «p-* ^g i^f ^^ko 1 — 2 zu 

halbierenden Ecktransversalen. Die Schwer- ^f?!' ^f}./^* "®^' ^® *^^ also A — ^ zu 

linien werden im Schwerpunkt gedritteüt. »eizen, aiso. 

•^— 1^2 ' ^"~ 1+2 

oder: 

^ __ a?i+^2 + a;; __ y^ + y2 + y >t 



ÜebnngBanfgabe 20. Die Aufgabe 19 mit den Zahlenwerten: 

^1 yi ^2 ^2 ^2 yj 

3 4 5— 6— 2— 3 zu lösen. 

Auflösung. (Siehe Uebungsaufgabe 19.) 

a; = 2. s^ = - IV,. 



uebungsaufgabe 21. In einem Dreieck ist eine Seite im Verhältnis m:n geteilt, 
der Teilpunkt ist mit der Gegenecke verbunden und die Yerbindungsstrecke im Ver- 
hältnis p : q geteilt. 

Was sind die Koordinaten des Teilpunktes? 

Anflösnng. Der Teilpunkt auf der Seite hat die Koordinaten (siehe Aufgabe 12): 

m ^n • ^ m -|- w 

Der Teilpunkt der Yerbindungsstrecke hat also die Koordinaten: 



P + Q '^ P + Q 



uebungsaufgabe 22. Den Winkel zwischen zwei Strecken für schiefe Koordinaten 
zu berechnen. (Siehe Aufgabe 13.) 

AnflÖBong« Ist nach Aufgabe 1: 

a^i = a?i — X, y\ =y^— y, 

«'2 = a:, — X, y'2 =y^ — y, 
femer nach Aufgabe 6: 



80 ist: 



daher: 
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r2COSqi2 = ^7 + y'2C05(», r2$inq)2 = p'zsinto; 

Tj r^cosv = Tj r^C08{q>2 — ^^i) = ^1^2 (cMqp2C05qPi -|- «t« g)2 **^ Vi) 

(siehe Erklärung Ö) 

= (^t + y'i cosiß) {af^ 4" y'j cö» 0») + y\ y'^Ätn* oo 

= «'j «'j 4" y'i y\ ip^^ <» + ^*^' «>) + (^i y'j + ^i y't) ^^ <» 

= ä'j aj'j 4- y'i y'2 + (^t S^'j + ^7 y\) öö« 0), 
Tj r, «»n t; = r^ r j stn (qp, — qpj) = r^ r, («tn (jpj C(W qpi — cos qp^ «in qpi) 
= y', «m 00 (05^^ 4" y'i ^^ <») — y't «**» <ö (a?'2 + y'j ccwoö) 



a?'i ä', + y'j y', + (a;'i y', + af^ y'i) cos <» * 
In dieser Formel sind noch die obigen Werte für o^^ y\, txf^ ^7 einzusetzen. 



üebnngBaufgabe 23. Von dem in Uebungsaufgabe 12 erwähnten Dreiecke mit den 
Koordinaten der Ecken: 3, 4; 5,-6; — 2, — 3 die Längen der Seiten anzugeben. 

AofloBiing, Nach Aufgabe 10 ist: 

l\i>~» = (5 — 3)^ + (— 6 — 4)' = 104, also P,P, = VlÖ4, 

^^,* = (-2-5r + (-3 + 6)'= 58, „ P,P3 = \^58, 

Ä?i' = (3 + 2)' + (4 + 3r =74, „ P,P,=V7ä- 



ÜebnngBaufgabe 24. In einem schiefwinkligen System mit dem Achsenwinkel 60^ 
haben die Ecken eines Dreiecks die Koordinaten: 

P,:7V„0; P^:- 7% + 7^12; P,: 0,-77,. 
Die Längen der Seiten zu berechnen. 

AnflÖBnng. Nach Aufgabe 10 ist: 

PiP, = Vi- 71/2 - 71/2)' + (71/2 - 0)^ + 2 (- 71/2 - 71/2) (7 Vz^ÖTcös 600" 
oder, da co8 6(fi = Vs* 

ebenso wird: 

p^p» = V ( - ^Htr + (- 71/2 - 71/2)' + (- 71/2) (- 71/2 - 71/2) 



= V4-+15' + i|l=4v^^ 



-P. A = V(7V2)'+ (0 + 71/2)' + 7V2 (+"71/2) = V^Jl' + ii* -1- ^ = ^ V^3. 
Das Dreieck ist also gleichschenklig. 



üebnngaaiifgabe 26. Die Punkte, ftfr welche r, = 4, <);, = 30» nnd r, = 5, 91, = 
600, gjQj Terbnnden; Lftnge und Richtung der Yerbindnngsstrecke anzugeben. 
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AiiflÖBnng. Nach Aufgabe 10 ist: 

PtPt = Vl6 + 25 — 2 . 4 . bVos (600—300) = V^l — 20 YS = 2, 522. 
Aus Aufgabe 11, Gleichung 8 folgt: 

TiSinq^^ — risin(pi 6 sin 60^ — 4 sin 30^ 

^ " r, cos (jpa — r^co8(p^ "" 5 cos 60o — 4c(w3Öö" 
oder: _ _ 

^ 5/,^3-2 ^ (5/gV3'-2)(5/2+2V3') ^ ^5 + 5,3-4^3+25/^^3 

^"^ 5/2-2V^ 25/^—4.3 — M/^ 

oder: 

— iHl!/4 V^ _ __ 40 + 9V 3 __ _ 55, 588 
^^a— 23^^ — 23 "" 23 ' 

also: 
a= 1120 28' 40". 



üebnngsaufgabe 26. Ein Punkt auf der Abscissenachse hat von dem Punkt x^^ y^ 
den Abstand d, was ist seine Abscisse? (rechtwinklige Koordinaten), x^ = -j~2, yj = 
+ 4, d = Q. 

AnflöBang. Nach Aufgabe 10 ist, da y = 0: 

y {Xi^ — xY-^-y^^ = (?, also: 

a:» — 2 a;i a? + a?! * + yi » — (?' = ; 

die Auflösung dieser quadratischen Gleichung (siehe Blind^ Gleichungen 2. Grads) giebt: 

in Zahlen: 

a? = 2 + V36— 16 =2 ± V2Ö = 2 (1 ± V^). 

Es giebt also 2 Punkte, welche der Aufgabe genügen. 



üebungaaufgabe. 27. Denjenigen Punkt der Ordinatenachse anzugeben, welcher von 
den Punkten 2, 3 und 3, 5 (rechtwinklige Koordinaten) gleich weit entfernt ist. 

AnflöBang. Da 07 = 0, so ist nach Aufgabe 10: 

2* + (3~y)' = 4^ + (5~y)'. 

die Gleichung giebt geordnet: 

y=7. 



üebungsaufgabe 28. Den Umkreismittelpunkt des Dreiecks anzugeben, dessen Ecken 
die Koordinaten^, 4; 4, 5; 6, 1 haben. 

AuflÖBung. Da der Umkreismittelpunkt von den Ecken gleichweit entfernt ist, so 
hat man nach Aufgabe 10: 

(a:-2)' + (y-4)» = (x = 4)» + (y-5)^ 

(^_2)' + (y-4)' = (a;-6)' + (y-l)^ 
oder geordnet: 

4:X-\-2y = 21. 

8a; — 6y= 17. 

Die Auflösung dieser Gleichungen (siehe Prange, Gleichungen 1. Grades mit meh- 
reren Unbekannten) giebt: y = 4, y = 272- 
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Debnngsaufgabe 20. Den Halbmesser des Umkreises in der vorigen Uebungsaufgabe 
zu bereclmen. 

AnfloBong. Setze a? = 4, y = 2^, in den Ausdruck r = V{x — 2)' + (y — 4)' ein» 
so erhält man: r = 2^1^, 

Debongsaufgabe 30. Die Endpunkte der Grundlinie eines gleichschenkligen Drei- 
ecks haben die Koordinaten — 3, 4 und 4, 5. Der Schenkel hat die Länge 5, was sind 
die Koordinaten der Spitze? 

AnfloBnng. Nach Aufgabe 10 ist: 

5' = (a: + 3)* + (y — 4)* und: 

5' = (a;-4)' + (y-~5)^ 
oder ausgerechnet: 

«' + y' + 6 a: — 8 y = 0, 

a;' +y' — 8 a; — 10 = — 16. 

Hieraus erhält man durch Subtraktion: 7a; + y=8 oder y = 8 — 7 a?; dieser 
Wert in der ersten Gleichung eingesetzt, giebt für x die quadratische Gleichung: x^ — a; = 0, 
also entweder a; = oder a? = 1. Zum ersten Werte gehört y = 8, zum zweiten y = 1> 

Es entsprechen also die beiden Punkte: 0, 8 und 1, 1 der Aufgabe. 



üebnngBanlgabe 31. Von einem Dreieck kennt man die drei Seiten a, 5, c, sowie die 
Koordinaten x^^ pi ; Xj, y-i zweier Ecken, die Koordinaten der dritten Ecke zu berechnen. 

Aoflosung. Es werde zunächst eine Seite, z. B. a, als Abscissenachse und ihr einer 
Endpunkt als Ursprung gewählt. Der andere Endpunkt hat dann die Koordinaten a, 0. 
Für die dritte Ecke kann man die Koordinaten Xy y berechnen aus den beiden Gleichungen: 

«* + y' = c', 
Durch Subtraktion erhält man hieraus: 

durch Einsetzen in die erste Gleichung. bekommt man: 

a^J^c^ — h^y 4 ei2 c2 -~ a* — c* — 6* — 2 a' c* + 2 a^^ + 2 &^ c' 



,.=._(«:±|i^y= 



4a^ 

also: 

y = ± V, a V2a* 6' + 2TV' — 2 a^~^~-^i^ — 6* — cK 

Sind nun die Koordinaten der Endpunkte von a in einem andern System gegeben, 
nemlich x^yy^\ x^^ y^, wobei aber die Bedingung erftlUt sein muss: 

Bo lässt sich nach Aufgabe 11 der Drehungswinkel a des alten Systems gegen das neue 

bestimmen, nemlich tga = — — — . Man kann daher nach Aufgabe 4 die Koordinaten 

ajj ~~" x^ 

X, y des alten Systems auf das neue transformieren, wenn man dort die Grössen a, h 
durch ajj, y,, Xy y^ durch x — x^ und y — y,, 1,1/ durch a?,, y, ersetzt. 



üebongBaiifgabe 32. Welchen Winkel bilden die Radienvektoren der beiden Punkte 
3, 1 und — 1, — 4 mit einander? 



30 Analytische Geometrie der Ebene. 

AuilöBiing. Nach Aufgabe 2 ist: 

r^ cos (jpj = 3, r2 cos (p2 = — 1 
r^ sin qpi == 1, rj «in qoj = — 4. 
also: 

r^ r, cos (qp, — <pi) = — 7, 

cos (g)2 — a)i) = ^y— - = cos V. 
^ ^ Vl70 

n rj m (qpi — qpi) = — 11, 

«in (qp, — qpi) = ^^^ = st« v. 
t; liegt daher im dritten Quadranten: (7 = 237^ 31' 43''. 



üebungBaofgabe 83. Die luhaltsformel eines Dreiecks in schiefwinkligen Koordinaten 
anzugeben. 

Auflösung. Die Transformation auf ein System mit dem Anfangspunkt x^ y liefert 
für iF,, y; a:,, y^ die neuen Koordinaten: Xi — x^y^ — y\ x^ — «, y, — y (siehe Aufgabe 1). 
Die Transformation in Polarkoordinaten nach Aufgabe 6 giebt: 

Xi — ä; -|- (yi — y) cos G) = r, cos (pi, 

iVi — y) sin (0 = r^ stn qpp 
^2 — ^ 4" (^2 — y) cos 0} = rj cos (jP2, 

(y2 — y) sin 0) = rj si« qpj. 

Bildet man den Ausdruck r^ r, sin (qp, — ^,) = r, sinqp, • »"i cosqp^ — r, cosqpj . r^ Sfnq}^, 
so ist dieser nach Aufgabe 14 der doppelte Inhalt des Dreiecks, also: 

^J={yi — y) (^i — ^) sin a> + (^2 — s') (yi — y) ^*» <» cos oo 

~ (yi — y) (^2 — •^) «^'w ö — (^2 — y) (yi — y) ^« 00 cos 00, 

2 j = st« <D } (yi — y) (^i — ^) — (y i — y) (^2 — äj) t 

= sin <ö |(a?yi —x^y)-\- {x^y t—X2 yt) + (x2 y — icy2)|. 

Der Ausdruck fttr den doppelten Dreiecksinhalt in schiefen Koordinaten unter- 
scheidet sich von dem in rechtwinkligen Koordinaten nur durch den Faktor sin (■>. 



üebungsaolgabe 84. Die Inhaltsformel eines Dreiecks in Polarkoordinaten anzugeben. 

AuflöBoiig. Man setze nach Aufgabe 2 in der Inhaltsformel der Aufgabe 14: 

X = r cosq), y = r sin g), 

x^ = Vi cos g/j, y^ = r^ sin q^i, 

Xj = ^2 cos g32, yz = r2 s^in qij, 
so ist: 

2J=. r Tt (cos qp sin qp, — cos qpi stn^) -|- r, rz (cos qpi si« qp2 — cos qp2 si« qp,) 

-\-r2r (cos qp2 stn qp — cos qp sin q?,), 
oder nach Erklärung 5: 

2J= rVi si« (qpi — qp) + fi r2 sin (qpj — qpi)-|-r2r sm(qp — qp,). 
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üebnngsanfgabe 35. Die KoordinateD der Ecken eines Dreiecks sind: 

2, 1; 3,-2; -4,-1. 
Den Inhalt des Dreiecks zu berechnen. 

AuflÖBung. Schreibe: 

2 3—42 

1—2—1 1, 

bilde hieraus die Gruppen: 

2 3 1 3—4 

1—2 j\ —2 —1 

und bilde die Differenzen der Diagonalprodukte: 

2.-2 —3.1 =— 7 

3.-1 2.— 4= — 11 

— 4.1 — 2. — 1 =— 2 



— 4 2 

— 1 1 



addiere dieselben: — 20, 
so ergiebt sich J = — 10 oder ohne Berücksichtigung des Vorzeichens 10 Dem. 



üebnngsaofgabe 36. Den Inhalt des Dreiecks anzugeben, dessen Ecken die Koordi- 
naten: 1, 3; 5, 6; 32/7, 45/7 haben. 

AnflÖBimg. Durch dieselbe Methode wie vorhin erhält man J= 0. Geometrisch 
bedeutet dies, dass eine Ecke auf der Yerbindungsstrecke der beiden andern liegt. Dies 
soll im Folgenden noch speziell nachgewiesen werden. 



üebnngsaafgabe 37. Nachzuweisen, dass der Punkt 32/7, 4^/7 auf der Yerbindungs- 
strecke der Punkte 1, 3 und 5, 6 liegt und das Verhältnis anzugeben , in welchem er 
diese Strecke teilt. 

AoflÖBung. Wenn die Behauptung wahr ist, so muss nach Aufgabe 12: 

1 + 5X 



32/- = 



45/7 = 



1 + ^ 

3-|-6;i 



'^'" 1+A 

sein. Dies ist der Fall, denn beide Gleichungen geben, nach X aufgelöst, 

X = */3. 

Der Punkt liegt also im 4ten Siebentel der Strecke. 



Uebungsaofgabe 39. Die Ecken eines Dreiecks haben die Koordinaten: 2, 1;— 4, 
— 1; 3, — 2. Die Höhe zu berechnen, welche von der ersten Ecke auf die Gegenseite 
gefällt wird, sowie das Verhältnis, in welchem letztere durch die Höhe geteilt ist. 

AnfloBung. Transformiere die Koordinaten auf ein paralleles System, dessen Ursprung 
durch die zweite Ecke geht, so werden 

die Koordinaten der ersten Ecke: a;'j = 2-f-4 = 6; ^^ = 1 -[- 1 = 2, 

„ . „ dritten „ a:', = 3-f-4 = 7, ^('s = — 2+1 = — 1. 

Der Winkel, welchen die Gegenseite der ersten Ecke, d. h. der Radiusvektor der 
dritten Ecke im neuen System, gegen die Xachse bildet, ist gegeben durch: 
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a cosa =^ a:'g = 7, 

a sin a = ^3 = — 1, 
woraus: 

a = ySÖ, cosa = y^: Sin « = ^.^^. 

Nun drehe man das Koordinatensystem um den Winkel a, so dass die Gegenseite 
der ersten Ecke in die neue Zachse fällt, dann wird die neue Ordinate des ersten 
Dreieckpunkts die gesuchte Höhe und seine Abscisse der eine Hohenabschnitt der Gegen- 
seite sein. Man erhält ans Aufgabe 3: 

, , . 6.7 2.1 40 

x'^ = ic'i cos a -\- y\ 8in a = ry=- — 



YbO Y60 YbO 
, . , , 6.1 , 2.7 20 

20^ 

^50 

40 4 , 
Der an der zweiten Ecke liegende Höhenabschnitt der Gegenseite ist: r7=^ = -V50, 

y 5ü 5 

er verhält sich somit zur Gegenseite Y60 wie 4 : 5, oder diese wird durch die Höhe im 
Verhältnis 4 : 1 geteilt. 



Die gesuchte Höhe hat also den Wert -/^ = 75 V 50. 



üebongsanfgabe 40. Die Ecken eines Vierecks haben folgende Koordinaten: 

Ä : 4,-*/6; -S •• 2, 31/2; C: - 1, 3; D : —2, —4. 
Inhalt, Seiten und Diagonalen des Vierecks zu berechnen. 

AuflÖBung. Der Inhalt von Dreieck ABC ergiebt sich aus der Summe der Differenzen 
der DiagonsJprodukte in den Gruppen, die aus der Zusammenstellung: 

4 2—14 

-*/5 3Vj 3 -*/8 

zu entnehmen sind. Man erhält AÄBC= 6,26. 
Ebenso erhält man den Inhalt des Dreiecks CDA aus der Zusammenstellung: 

— 1 -2 4 —1 

3 -4 -Vs 3; 
man erhält: 

A CDA = 20,2. 

Somit Inhalt des Vierecks: 

6,95 + 20,2 = 27,15. 

Ferner ist nach Aufgabe 10: 

Seite AB: V'(2-4)»4-(3,5-Po;8)- = V^l^Q = 3,3601, 



Seite BC: VC- 1^^2)H-[3~— 375)* = V^TSö" = 3,0414, 
Seite CD: VF" 2 + lF+ (— 4 —W = V5Ö~ = 7,0711, 
Seite DA: V(r+2)»+ö-T),84-4)* = Y^^ = 63, 
Diagonale AD: VF^^^p +^3"+"Ö,8)^ = V39,44 = 6,2801, 
BD: V(~2 -2p -f(4 - 3,5)' = ^16,2^ = 8,5. 
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Preisgekrönt in Frankfart a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein fthnllches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3--4 
Heften zn dem billlgren Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben aas dem Gesamtgebiete der Mathematik , Fbjsik, 
Mechanik, math. Geographie , Astronomie , des Maschinen- , Strassen- , Eisenbahn-, 
BrOcken- nnd Hoehbaaes, des konstroktiren Zeichnens etc. etc. and zwar in Tollstftndig 
geldster Form, mit ylelen Figuren, Erki&rangen nebst Angabe und Entiriekelnng der 
benutiten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein lutnn, bezw. wird^ wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich In ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen and angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von angelSsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezfiglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
fiberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften ffir die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-natorwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender SdHjilen: Realschalen I. and II. Ordn., gleich- 
berechtigten höheren Bflrgerschalen, Privat^hulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schallehrer- Seminaren, PolytechiSken, Techniken, Bange werkschaleny 
Gewerbeschalen, Uandelsschaien, techn. Yorbereibnü^schulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen, Akademien, Universitäten, Landend Forstwissenschaftsschalen, 
Militärschnlen, Yorbereltnngs- Anstalten aller Arten als z.,B. für das Einjährig- Frei- 
willige- and Offlziers-Examen etc. 

Die Schiller, Studierenden and Kandidaten der mathematischen, technischen and 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt fOr Sclirltt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren PrQfüngen zu lösen habei!, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lelirer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schal- 
Unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben lu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anznwenden nnd praktisch zn verwerten. Lust, Liehe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, M.litärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen nnd vielleicht vergeeeenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufs - 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen, und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen gfloen. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Aof- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Nemen 
verbreitet — WünschCi Fragen etc^ welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yerfaiser, 
Dr. Kleyer, Frankfart a.M.| Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erled^ung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stattgart. Die Yerlagshandlang» 
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üebxmgsaiifgabe 41. In dem Viereck von Uebungsaufgabe 40 sollen die Koordinaten 
des Schnittpunktes der Diagonalen angegeben werden. 

Anilösimg. Nach Aufgabe 12 muss jeder Punkt auf AC Koordinaten von der Form: 

4 + X.(-l) 



X r-i: 



y = 



— 0,8 4-A.3 



hftoen. 
Jeder Pankt der Diagonale BD hat Koordinaten von der Form: 

1-t-A' ' 
3. 5 4- V . (-4) 

Da der Schnittpunkt beiden Geraden angehört, so mtkssen seine Koordinaten x 
und y die vier angegebenen Gleichungen befriedigen. In diesen sind ausser x und y 
Doch k und V unbekannt. Um x und y zu bekonmien, hat man daher A und X' zu 
eliminieren. 

Die erste Gleichung lautet: 

X _ 4 — A 

1 "~ l + A* 

Wendet man auf diese Gleichung den Satz von der korrespondierenden Addition an 
(siehe Staudacher, Grundrechnungsarten mit Buchstabengrössen), n&mlich: „in jeder 
Proportion verhält sich die Summe (Differenz) der Yorderglieder zur Summe (Differenz) 
der Hinterglieder wie ein paar homologe Glieder," so erhält man: 

4-A+ 1+A -" "i + Ä ^^®^' ""5~ "" 1+T 

Die zweite Gleichung: 

3A-0,8 .. y 3A-0,8 

hierauf den Satz von der korrespondierenden Subtraktion angewendet: 

^-' - ' oder:?-7„?= ' 



3 + 3A-3A + 0,8""3 + 3A 3,8 ""l+A' 

Wenn man die beiden so transformierten Gleichungen kombiniert, so erhält man: 

^-^ =-2g-oder: 3,8 a; + 5y = 11,2. 

Die beiden Gleichungen für A' lassen sich in ähnlicher Weise behandeln: 

X 2 — 2A' 





2 


2 + 2A'' 




2- 


x + 2 
-2A' + 2 + 2A'""2 


2 

+ 2A'' 




a? + 2 
4 


1 






1 + A'- 






4 


3,5 — 4 A' 

4 + 4A' 


1 




i^ + 4 




4 



t 



3,5-4 A' + 4-4-4 A' 4 + 4 A' 

Cranz, Analytische Geometrie der Ebene. I. 
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7,5 "" 14-A'' 
hieraus: 

y + 4 x-4-2 

^- = ^— oder: 15rc — 8« = 2. 
7,0 4 *^ 

Diese Gleichung mit der obigen verbunden giebt als Koordinaten des Schnittpunktes: 

__ 498 _ 806 
^'- ölY' ^"" ÖU* 



5). Gleichungen zwischen Punl(tl(Oordinaten. 

Erörterung 4. Bisher wurde gezeigt, wie man die Lage eines Punktes durch 
zwei Gleichungen zwischen den Koordinaten x und y desselben erbalten kann. 
In der Mehrzahl der Fälle enthielt jede der Gleichungen eine der Koordinaten 
explicite, in andern (z. B. Uebungsaufgabe 26, 27, 80, 41) mussten die Koordi- 
naten aus Gleichungen entwickelt werden, von denen jede sowohl x als y enthielt. 
Wenn eine dieser beiden Gleichungen von höherem als dem ersten Gerade 
ist, so erhält man mehrere Punkte als Lösung der betreifenden geometrischen 
Aufgabe, weil mehrere Wertepaare von x und y die Wurzeln des Systems bei- 
der Gleichungen darstellen. Die Algebra lehrt, dass zwei Gleichungen zwischen 
zwei Unbekannten, von denen die eine vom mten, die andere vom nten Grade 
ist, im allgemein m . n Wertepaare für x und y als Wurzeln geben. Man erhält 
somit aus zwei Gleichungen vom mien und nten Gerade für die Koordinaten 
eines Punktes nicht einen, sondern m.n Punkte. 

Dabei ist aber Voraussetzung, dass jene m.n Wurzelpaare der 
Gleichungen sämtlich reell sind, da ein Ausdruck von der Form 

a-^-b.Y — 1 sich weder zahlenmässig noch geometrisch darstellen lässt. 
Wir werden zunächst die imaginären Wurzeln solcher Systeme von Gleichungen, 
denen also kein Punkt der Ebene entspricht, ausser Betracht lassen, und erst 
bei einer späteren Erweiterung des Koordinatenbegriffs auf die geometrische Be- 
deutung desselben eingehen. Es ist dies für den Anfang um so leichter, als 
wir es zuerst hauptsächlich mit Gleichungen vom ersten Grade zu thun haben, 
deren Wurzeln immer reell sind. 

Erörterung 5. Wenn zwischen den Koordinaten eines Punktes nur eine einzige 
Gleichung besteht, so ist seine Lage nicht fest bestimmt, denn es lässt sich 
im allgemeinen eine unbegrenzte Zahl von zusammengehörigen Grössen x und y 
angeben, die, in die Gleichung eingesetzt, dieselbe zu einer identischen machen. 
Andererseits erfüllt aber nicht jeder beliebige Punkt der Ebene die Bedingungen 
der durch die Gleichung dargestellen Aufgabe, denn nicht jedes beliebige Werte- 
paar von X und y befriedigt die Gleichung. Jedes Wertepaar, welches die Glei- 
chung zu einer identischen macht, repräsentiert (vorausgesetzt, dass x und y 
reell sind), einen Punkt der Ebene, welcher der durch die Gleichung analytisch 
ausgesprochenen Aufgabe entspricht. 

Um solche zusammengehörige Werte von x und y aufzufinden, kann man 
für X in der Zahlenreihe zwischen — 00 und + 00 alle möglichen Werte nehmen, 
dieselben in die gegebene Gleichung einsetzen und letztere nach y auflösen. 
Jedem beliebig gewählten reellen x entspricht dann eine endliche Anzahl zuge- 
höriger y: die Ordinaten der Punkte, deren Abscisse das zugehörige x ist, und 
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welche der Aufgabe genfigen. Aendert man einen der angenommenen Werte von x 
nur um ganz weniges, so ist jede der zugehörigen Wurzeln von y auch nur sehr 
wenig von der vorhergehenden verschieden. Man wird also durch stetige Aende- 
rang von x je nach dem Grade der Gleichung eine oder mehrere Reihen stetig 
aufeinanderfolgender Werte von y erhalten. Man kann somit sagen: jede alge- 
braische Gleichung zwischen x und y stellt geometrisch eine gesetzmässige Reihe 
von Punkten, d. h. eine Linie (Kurve) dar: diese Linie ist der geometrische Ort 
für alle Punkte, welche der durch die Gleichung ausgesprochenen Aufgabe ge- 
nügen. Dabei ist aber Voraussetzung, dass die Gleichung nicht nur für eine 
bestimmte Zahl diskreter Werte von x reelle Werte von y liefert, sondern für 
eine unbegrenzte Zahl stetig aufeinanderfolgender Werte von x auch reelle y 
ergiebt und umgekehrt. 

Erörterung 6. Die in Erörterung 5 angegebene geometrische Bedeutung 
einer Gleichung zwischen den Koordinaten eines Punktes ermöglicht, nicht nur 
für irgend ein geometrisch oder analytisch ausgedrücktes Gesetz einen geometrischen 
Ort aufzufinden, sondern auch für irgend welche geometrisch gegebene Linie eine 
analytische Ausdrucksweise anzugeben, um sodann durch analytische Operationen 
an dieser neue geometrische Eigenschaften der Linie zu entdecken. 

Weil bei dieser Darstellungsweise eine unbegrenzte Zahl von Punkten durch 
die Koordinaten x und y bezeichnet wird, sagt man auch, die Gleichung zwischen 
X und y drücke die Bahn eines bewegten Punktes in laufenden Koordi- 
naten x und y aus. 

Je nachdem die Gleichung zwischen x und y algebraisch oder transcendent 
ist (siehe Staudacher, Grundrechnungsarten mit Buchstabengrössen), nennt man 
die durch sie dargestellte Linie eine algebraische oder transcendente Kurve. 
Die algebraischen Linien teilt man nach dem Grade der Gleichung, durch welche 
sie definiert sind, in Linien ersten, zweiten, dritten u. s. w. Grades ein. 

Im folgenden sollen einige einfache Beispiele über algebraische Linien dem 
Anßnger das Gesagte klar machen. 



Uebongsanfgabe 42. Die durch die Gleichang: 

a?' + y^ = 4a? 
dargestellte Linie zu zeichnen (unter Voraussetzung rechtwinkliger Koordinaten). 



Auflösimg. Die Gleichung giebt: 

y' = 4a; — 5?^ y = ± y4:X — x^. 

Man erhält somit reelle Werte für y nur, 
wenn aj* < 4a? oder < a? < 4; für Werte 
Ton a?, welche < oder > 4 sind, sind die 
zugehörigen Werte von y imaginär. 

Zusammengehörige Werte sind z. B.: 
a?:0, 1, 2, 3, 4. 

y:0, ±^3, ±2, ±^3, 0. 

Andere Wertepaare lassen sich in beliebiger 
Menge aus der Gleichung berechnen und 
mit Hilfe von Millimeterpapier aufzeichnen. 
Schliesslich sind die eingezeichneten Punkte 
durch einen stetigen Linienzug mit freier 
Hand oder einem sog. Kurvenlineal zu ver- 



Figur 18. 
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bind^. Die Gleichung der Earve wird einfacher, wenn man sie auf ein paralleles 
System XQY' mit dem Anfangspunkt Q : 2, transformiert. Dann ist ^ = ?/, x* = 
x — 2, folglich die Gleichung: 

(a;' + 2)»+ j^' = 4t(a/-\- 2) oder x'^ + y'^ = 4. 

Durch Einführung von Polarkoordinaten wird die Gleichung noch einfacher: Setzt man 
X* = r cos(p, y' = r sinijp in a?'^-f-y" ein, so erhält man: 

r* (cos* 9 + sin^ <p) = 4 oder: 

r» = 4, 
r = 2, 

d. h. für jedes beliebige qp ist der Radius Vektor = 2. 

Die Kurve hat also die Eigenschaft, dass alle ihre Punkte von Q den Abstand 2 
haben, oder sie ist ein Kreis um Q mit dem Halbmesser 2. Dieser berührt somit die 
alte Ordinatenachse im Ursprung (siehe Fig. 18). 



üebungBanfgabe 43. Was für eine Linie stellt die Gleichung: 

ic« + y* — 4a; — 6y — 20 = 
im rechtwinkligen Koordinaten dar? 

AuflÖBung. Man transformiere auf ein paralleles System mit solchem Ursprung, dass 
die Glieder ersten Grads in x und y verschwinden. Nach Analogie mit Uebnngsauf- 
gabe 42 lässt sich dies erreichen, indem man x = x'-^2, y = ^ -|- 3 setzt. Dann wird: 

(a;' + 2)' + (2<' + 3)» — 4(a:' + 2) — 6(y + 3) — 20=0, oder: 

Durch Einführung von Polarkoordinaten (x' = rco8% y' = rsintp) erhält man: 

r» = 33, r = V33~, 

also ist die Kurve (siehe Uebungsaufgabe 42) ein Kreis um den neuen Ursprung, dessen 
Koordinaten im alten System +2, +3 sind, mit Halbmesser V^33. 



uebungsaufgabe 44. Die Gleichung y^ = x'^-\-6 stellt eine Kurve dar, welche durch 
Berechnung zusammengehöriger Wertepaare und Eintragung derselben in ein Millimeter- 
netz zu zeichnen ist 

Auflösung. Die Auflösung der Gleichung nach y giebt als zusammengehörige Werte- 
paare : 

a? : 0, 1, 2, 3, 4, n; 

y:±Ve, ±V7\ ±VT0, ±Vl5, ±Y22 ±Y'^+6, 

Transformiert man auf ein System mit gleichem Ursprung durch Drehung um 45^ so ist: 

x = cos 450 (x" — y*), 
y = cos 450 (x* 4- y'). 
Also die Gleichung der Kurve: 

cos^ 45® . 4 a?' 3/ = 6, oder, da cos 45« = V2 V2, cos^ 450 = 1/2» 

x'y' = ^. 

Zusammengehörige Wertepaare für xf y' sind: 

x' ~ 00 — «, ... — 3, — 2, — 1, — 1/2» 0, 1, 2, 3 ....... +00 ; 

y' ^ -:^» • • • 1' - ^/2. -3.-6, +00, 3, 3/2, 1 ... - 0. 
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üebmigaaiifgabe 46. Die Kurve 

bezogen auf ein schiefes System mit Achsenwinkel 60^ durch Berechnung zusammen- 
gehöriger Koordinaten und Eintragen in ein Koordinatennetz zu zeichnen. 

Andenttmg. Die Gleichung giebt, nach y aufgelöst: 

Daraus lassen sich zusammengehörige Wertepaare leicht ableiten. Die Kurvengleichung 
vereinfacht sich durch Transformation auf ein rechtwinkliges System mit gleichem Ur- 
sprung, das gegen das alte um 30^ 1 -^ j gedreht ist Man führe diese Transformation 
aus und berechne zusammengehörige Werte der neuen Koordinaten! 



UebungBaiilgabe 46. Die Kurve, deren Gleichung in Polarkoordinaten: 

r'«in2qp= 8 

ist, durch Berechnen zusammengehöriger Werte für <p und r und Eintragen derselben 
mit Massstab und Transporteur zu zeichnen. 

Andenhing. Es ist: ^ 



r» — 



zusammengehörige Werte: 

(p : 0, 150, * 22l/2^ 300, qq^ 90» 

r:oo, 4, 2V2V^ ^^^^^ ^^^^ ^ 'z V^' 

Durch Einführung rechtwinkliger Koordinaten vrird die Gleichung einfacher: da (siehe 
Kleyer^ Lehrbuch der Goniometrie, Formelsammlung) sin2q> = 2sinq) cos q) ist, so kann 
man schreiben: rmqpr co^qp = 4 oder xy = 4: (siehe üebungsaufgabe 44). 



UebungBaiilgabe 47. Die durch 

r' = 4 cos 2 <p 

in Polarkoordinaten dargestellte Kurve auf rechtwinklige Koordinaten zu transformieren. 

« 

Auflösnng. Nach Kkyer, Lehrbuch der Goniometrie, Formelsammlung, ist cos 2 (p 
= cos^ (p — sin* qp, folglich : r' = 4 cos* qp — 4 sin* qp oder: 

r* = 4 r' cos* qp ^- 4 r' sin* qp, 

aber: 

r* = x*~]^y*, rcosq) = x^ r9inq) = y, 

daher: 

(x* + y*)*={2xy--(2y)*. 
Nach y aufgelöst: 



y*= -(x*-\-2)±YSx* + 4:, 



üebungsaufgabe 40. Die beiden Kurven: 

I Y^ cos 1/2 (jp = V3, 

n Vr" = ^3 cos 1/2 <p, 
auf rechtwinklige Koordinaten zu transformieren. 
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AnflÖBtmg. Es ist (siehe Kleyer^ Lehrbuch der Goniometrie^ Formelsammlung): 

folglich wird Gleichung I: 

oder, da r = Vx^ + y*» rcosq) = x: 

V^^ + y' +a? = 6, \^x'2 + y^ = 6 — j:, 

a;2-|-y' = 36 — 12a? + a:' oder: 

y2=36 — 12a?= 12(3 — ip). 

Die Gleichung n wird: 

r = 3/2 (1 -j- C05 (f) oder: 

.- ., - 3,3 ä; 

2(a;'+y') = 3V^iH-^'^ + 3iC oder: 
{2 x^-\-2y^ — dxy = 9 x^-\'9 y"^ oder: 



üebnngBaofgabe 49. . In welchen Punkten schneiden die beiden Linien: 

Sx-\-by=13 
4,x — y z= 2 einander? 

* 

AuflöBimg. Da der Schnittpunkt beiden Linien angehört, müssen die Koordinaten 
X, y desselben beiden Gleichungen genügen, man erhält ihn also, wenn man die Glei- 
chungen nach x und y auflöst. Man erhält: o; = 1, y = 2. 



ÜebnngBaofgabe 50. Die Schnittpunkte von: 

xy = 2 zu berechnen. 

AuflÖBimg. Multipliziere die zweite Gleichung mit 2, addiere und subtrahiere sie 
von der ersten, so erhält man: 

a;» + 2a?y + y2 = (a; + 3/)' = 9; a; + y=±3 

a;* — 2a?y-)-y, = {x — yY=\\ x — y = ±\. 

Hieraus ergeben sich die Wertepaare: 

a? = 2, 1, — 1, — 2 

y = 1, 2, — 2, — 1. 



üebtmgBanlgabe 61. Die Polarkoordinaten der Schnittpunkte folgender Linien 
anzugeben: ^,.^^2^25 

X —y = 1. 
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Aoilöstmg. Die Transformation in Polarkoordinaten giebt: 

r' = 25, hieraus r = 5 

r (cos qp — sin qp) = 1 ; hier r = 5 eingesetzt: 

cosq) — Ätnqp =■- 1/5 

oder, da cosq) — sin(p=Y2 sin{4:b^ — qr), (siehe Kleyer, Lehrbuch der Goniometrie, 
Formelsammlung): 

5in (45- - „) = -^^=:-^f- = 0,1. V2 

% siw (450 — g)) = 9 . 15051 

450 — g, = 80 7' 48'' oder 171^ 52' 12" 
g) = 360 52' 12" oder — 126» 52' 12" 

r=5. 



Uebnngsaiifgabe 52, Wo schneiden einander die Linien: 

x^ — 5a?-|-y -|-3 = 
^* + y'— 5^— 3y + 6==0? 

Auflösnng. Durch Subtraktion beider Gleichungen erhält man: 

y^ — 4 y + 3 = 0, woraus: y = 3, y = l, 
Setzt man ^ = 3 in die erste Gleichung ein, so ist: 

x^ — 5 a; 4" ^ = ^» woraus: a; = 3, x^=2. 
Setzt man y = 1 in die erste Gleichung ein, so ist: 

a;' — 5 a: -(- 4 = 0, woraus : j; = 4, j? = 1. 
Die Koordinaten der Schnittpunkte sind also: 

x:l, 4, 2, 3 
y:l, 1, 3, 3. 



Uebungsaulgabe 63. Innerhalb welches Teils der Ebene liegt die Kurve: 

^'H~y'4"^ — ^y — 11 = 0? 

AüflÖBimg. Löst man die Gleichung nach y auf, so ist: 

y = H- 3 ± V20 ^x — x"^. 
Die Auflösung nach x giebt dagegen: 

Es wird also y imaginär, wenn 20 — a? — aj* negativ wird. 

Die Gleichung a;* + a; — 20 = giebt die Wurzeln — 5 und + 4 ; zwischen diesen 
Crrenzen ist der Ausdruck 20 — a? — a;' positiv. 

Ebenso wird x imaginär, wenn 111/4 + 6^ — y"^ negativ wird. 

Die Gleichung y' — 6 y— 111/4 = hat die Wurzeln — IV2 ^^^ +7V2. Zwischen 
diesen Werten ist IIV4 + 63/' positiv. 

Daber sind: 

+ 71/2 und — IV2 die Grenzen für y, zwischen denen x 
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reell ist. Die Kurve liegt also zwischen zwei Parallelen zur Xachse im Abstand — IV» 
und 7V2 und zwischen zwei Parallelen zur Fachse im Abstand — 5 und -f~^- 



Erörterung 7. Die vorhergehenden üebungsaufgaben bieten vielfache Gelegen- 
heit zur Uebung in der Transformation der Gleichungen zwischen x und y aus 
einem Koordinatensystem in ein anderes. Es ergiebt sich dabei, dass eine Glei- 
chung ersten (zweiten) Grades in x und y durch Transformation auf ein anderes 
System (rechtwinklig oder schief) oder durch Transformation in Polarkoordinaten 
und Rückwärtstransformation auf ein anderes rechtwinkliges oder schiefes System 
wieder zu einer Gleichung ersten (zweiten) Grades wird. Diese Wahrnehmung 
gilt allgemein: Der Grad einer Gleichung zwischen den Koordinaten 
wird durch Koordinatentransformation nicht geändert, denn die Glei- 
chungen in Abschnitt 3, welche die alten und die neuen Koordinaten mit einander 
verbinden, sind für letztere sämtlich vom ersten Grade, also im allgemeinen von 

der Form: . . , . , 

X = ax' -i-oy' -|- c, 

y = a^a^ + ft^y'-f c,, 

Kommt nun in der Gleichung der Kurve eine der Koordinaten x und y in 
der witen Potenz als der höchsten vor, so wird auch der substituierte Ausdruck 
die mte Potenz von x' und y' als höchste enthalten. Dagegen lassen sich stets 
Transformationen von der Art angeben, dass einzelne Glieder der Gleichung von 
niedrigerer Potenz sich wegheben. 



6). Die Gleichung der geraden Linie. 

Erörterung 8. Nach Aufgabe 12 Gleichung 11) hat ein Punkt auf der Ver- 
bindungsgeraden zweier gegebenen Punkte x^^ y^ und x^^, y^ Koordinaten von 
der Form: . , , * 

^- i4_x ' ^" i+A • 

Eliminiert man aus beiden Gleichungen die Grösse \ (siehe Uebungsaufgabe 41), 
so erhält man die Gleichung: 

5j:;if i _ y—y_i y. 

oder: 

^(yi—y2) + y(^i— ^2)4-^12/2— '^2^1 = 2) 

Diese Gleichungen stellen also nach Erörterung 5 die Gleichung der Geraden 
P^ Pj in lairfenden Koordinaten x^ y dar, weil jeder Punkt P auf P^ Pj mit seinen 
Koordinaten x^ y der Gleichung 1) oder 2) genügt. Diese Gleichungen sind vom 
ersten Grad für x und y^ man hat somit das Resultat: 

Die Gleichung der Verbindungsgeraden zweier Punkte ist vom 
ersten Grade. 

Erörterung 9. Liegen die beiden gegebenen Punkte auf den Koordinaten- 
achsen, P^ auf der Zachse, so dass x^ = a, y^ = 0, F^ auf der Fachse, so dass 
ajj = 0, y2 = h ist, so wird die Gleichung 2): 
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bx-\-ay — ab = 
oder: 

-+^--1 = 3) 

ab 

Diese Gleichung stellt also eine Gerade dar, welche auf den Achsen die 
Abschnitte a, b bildet, und zwar gilt diese Gleichung, wie die Ausdrücke für 
X und y in Aufgabe 12, sowohl für rechtwinklige als für schiefe Koordinaten. 

Erörtemng 10. Liegt einer der Punkte P^ und P, , z. B. P^ im Eoordinaten- 
ursprung, so dass ä:^ = y^ = o ist, so wird Gleichung 2) : 

oder: r .^ 

*J 

X __ x^ k 

y'^ Vi' ^ 

Erörterung 11. Liegt einer der beiden Punkte, z. B. P, auf der Xachse 
im Unendlichen, so dass die Gerade P^Pi parallel zur Xachse wird, so ist in 
Gleichung 3) a = oo zu setzen und die Gleichung wird: 

a?beUebig f ^^ 

Dies die Gleichung der Parallelen zur Xachse im Abstände b. 
Ebenso erhält man die Gleichung einer Parallelen zur Jachse im Abstände a, 
wenn man in GlfeichuBfg 3) & = oo setzt: 

^beliebig I ^ 

Erörterung 12. Es fragt sich nun, was ist in der allgemeinen Gleichung 2) 
die Bedeutung der Koeffizienten von x und y und die des Absolutgliedes? 

Das Absolutglied x^y^ — x^y^ bedeutet bei rechtwinkligen Koordinaten den 
doppelten Inhalt des aus dem Koordinatenanfang und den Punkten P^ und P, 
gebildeten Dreiecks, wie man sofort erkennt, wenn man in der Gleichung 17) 
Ton Aufgabe 14: x = y = setzt. Bei schiefwinkligen Koordinaten ist dagegen 
(siehe Uebungsaufgabe 33) das Absolutglied gleich dem doppelten Inhalt dieses 
Dreiecks dividiert durch simo. 

Setzt man also P^P, =?, die Länge des vom Koordinatenursprung auf 
Pi P, gefällten Lots = jp, so ist : 

für rechtwii^clige Koordinaten: für schiefe Koordinaten: 

^iy2—^2yi = l'P 7) x^y^—x^y^ = lp:sin(o . . . . 7a) 

Transformiert man auf ein paralleles System mit dem Ursprung P^ , so ist 7 
der Eadiusvektor von Pj, also, wenn ß die zugehörige Anomalie ist, oder der 
Winkel, welchen P^Pt mit der Achse der X bildet: 

x^ — X. =^ l cosß ) 

^ ^ ^ 8) 

^2 — ^1 = Isinß. ) 

Setzt man die Werte 7) und 8) in die Gleichung 2) ein, so erhält man 
für rechtwinklige Koordinaten: 

— Ix sin ß-^-ly cosß-j-lp = 0, 

oder nach Division mit — l: 



42 Analytische Geometrie der Ebene. 

xsinß — ycosß — ^ = 9) 

Statt des Winkels j8, den die Gerade P^P2 mit der Xachse macht, führt 
man gewöhnlich den Winkel a ein, den das Lot vom Ursprung aus mit der Zachse 
bildet. Beide sind durch die Bezeichnung ß = 90 ^-{-a mit einander verknüpft. 
Führt man diesen Winkel ein, so erhält man: 

xeosa-^-ysina — p = 10) 

Diese Gleichung, welche in rechtwinkligen Koordinaten eine Gerade 
bezeichnet, deren Entfernung vom Ursprung = p ist, und deren Normale gegen die 
Wachse den Winkel a bildet, heisst die Normalform der Gleichung einer Geraden. 

Für schiefwinklige Koordinaten sind nach Aufgabe 6 die Gleichungen 8) 
zu ersetzen durch: 

^lsin{ß — 0)) __lstnß 

Die Gleichung der Geraden wird daher nach Multiplikation mit ^'ncound 
Division durch l: 

— xsinß -{-y sin (ß — <o) -\-p = 
oder: 

xsinß — ysin(ß — ©) — p = 12) 

Wenn man auch hier statt ß den Winkel a einführt, welchen das Lot auf 
P^P^ mit der Xachse bildet, so erhält man: 

a? C05a + y cos(a — oj) — p =^ ....... 13) 

Es ist zu beachten, dass die Entfernung l zwischen P^ und P, nicht in 
den Gleichungen 10) und 13) enthalten ist, sondern nur der Abstand der Geraden 
vom Ursprung und der Neigungswinkel der Normalen gegen die Xachse. 

Erörterung 13. Löst man die Gleichung 3) nach y auf, so erhalt man: 

, b 

y = — x — . 

Beim rechtwinkligen System bedeutet — den Tangens des Neigungswinkels 

der Geraden gegen die negative Xachse, also den Tangens der Neigung 

gegen die positive Xachse, somit ist für rechtwinklige Koordinaten: 

y = xtgß-^b . . 14) 

Für schiefwinklige Koordinaten dagegen ist nach dem in Erklärung 12 

erwähnten Sinussatze: 

b __ sinß 

a "" sin(ß — Ol)' 
also für schiefwinklige Koordinaten: 

y = X -7—r ^4-^ lö) 

"^ stniiD — ß) ' ' 

Die Gleichungen 14) und 1 5) stellen für rechtwinklige und schiefe Koordi- 
naten eine durch ihren Neigungswinkel gegen die Xachse und ihren Abschnitt 
auf der Fachse gegebene Gerade dar. 
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Erörtenmg 14. Die Gleichung 2) kann noch auf andere Weise gefunden 
werden: Der Ausdruck für den Inhalt eines Dreiecks bedeutet, gleich Null ge- 
setzt, dass die Ecken in gerader Linie liegen; der Ausdruck für den doppelten 
Dreiecksinhalt ist aber (siehe Aufgabe 14) nichts anderes als der linke Teil der 
Gleichung 2).^ 



15. Die Gleichung der Y erbindungsgeraden zweier Punkte r^ , (p^ 
und r,, ^2 ^Q laufenden Polarkoordinaten r, (p erhält man nach Erörterung 14), 
wenn man den doppelten Inhalt des Dreiecks PPiP, ^^ Polarkoordinaten (siehe 
Uebungsaufgabe 34) gleich Null setzt: 

rjr^ «»»(qpj— qp) + rj s«n(qp — qPj)};+r4rj stw(g)j — 9j = 16) 

Erörtenmg 16. Die bisherigen Untersuchungen (Erörterung 8 bis 15) haben 
ergeben, dass eine Gerade durch eine Gleichung vom ersten Grade in den Ko- 
ordinaten dargestellt wird. Es erhebt sich noch die Frage, ob umgekehrt jede 
Gleichung ersten Grads, also von der Form: 

Äx + By-\'C = 17) 

eine Gerade darstellt, und was die geometrische Bedeutung der Grössen J., B^ C ist. 

Zu diesem Zwecke bestimmen wir zunächst die Schnittpunkte der durch 
Gleichung 17) repräsentierten Kurve mit den Achsen. 

G 
Schnitt der Zachse: Für y = o ist x = — -j = a, 

TD 

Schnitt der Tachse: Für x = ist y = — j = *• 

Q 

Die Kurve schneidet also die Xachse im Abstand a = — r? die Tachse 

C ^ 

im Abstände & = — ^ vom Ursprünge. 

AB 

Multipliziert man nun die Gleichung 17) mit dem konstanten Faktor -^, 

80 stellt sie dieselbe Kurve dar wie zuvor, denn aus der so transformierten 
Gleichung: G G G^ 

ergeben sich dieselben zusammengehörigen Werte von x und y wie aus 17). 

(G G\ 

a = — -T, h = — jzj kann 

man die transformierte Gleichung schreiben: 

— bx-^ay-j-ah = 0, 

oder: 

b(a—x) = ay, 
oder: 

a — x:y = a:b 18) 

Es seien nun in Fig. 19: OA =- a und OB = b die Abschnitte, welche die 
Kurve auf den Achsen bildet, P ein Punkt der Kurve, OQ = x und PQ = y 
seine Koordinaten, so ist QA = a — a;, also nach Gleichung 18): 

QA:QP= OAiOB. 
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Figur 19. 




Da nun ^P = OB, so folgt ans die- 
ser Proportion, dass die Dreiecke QPÄ 
und OBÄ ähnlich, also die Winkel QÄF 
und OAB gleich sind, d. h. dass P auf 
der Geraden AB liegt; und da diese 
Proportion für jeden Punkt P der Kurve 
17) gilt, so ist 17) die Gleichung der 
Geraden AB in laufenden Koordinaten 
X und y. 

Damit ist zugleich die Frage nach 
der geometrischen Bedeutung von A, 
J?, C erledigt: 

Q 

T ist der Abschnitt auf der Xachse, 

A 



C 



n 



„ Fachse. 



Aufgabe 15. Bei rechtwinkligen Ko- 
ordinaten die Beziehungen zwischen den 
Konstanten in den verschiedenen Formen 
der Gleichung einer Geraden anzugeben. 



Erkl. 27. Nach Erörterung 8 bis 15 sind 
die Hauptformen, unter denen die Gleichung 
einer Geraden auftritt: 

I. Allgemeine Form (siehe Erörter. 15): 
Äx-\-By+C = 0; 

II. Normalform: 

X cos a -{■• y sin a — p = O5 

III. AchsenabschnittBgleichung: 

lY. Nach y aufgelöst: 

y = mX'\-n, 



Erkl. 28. Aus 19) und 20) folgt: 
eosa ^ A stna __ B 

also: 



C 



oder: 



eos^ a 4- gtn» a _ A^ + B^ 



Auflösung. Wenn die in Erklärung 2 7 
zusammengestellten Gleichungen dieselbe 
Gerade darstellen sollen, so müssen sie 
für irgend einen beliebig gewählten Wert 
der einen Koordinate denselben Wert 
der andern Koordinate liefern. 

Setzt man daher oj = 0, • so wird der 
zugehörige Wert von y: 

C 



aus I: 

aus II: 

aus ni: 
aus VI: 



JB' 



stna 
n. 



Setzt man y = 0, so ist der zugehörige 
Wert von x: 



aus I: — 



C 

A' 



aus II : 
aus III: 
aus VI: 



P 



COSa 

n 
m 
Folglich erhält man folgende Systeme 



von Gleichungen: 



B sin a 
C 



== b =^ n 



. 19) 



y = -^— = a = . , . 20) 

A COSa m 



Die Gleichung der geraden Linie. 45 

_L = ^^+^^ Die geometrische Bedeutung ist nach 

' p^ C ' Erörterung 9) und 15) die, dass die 

_ C Grössen 20) den Abschnitt der Geraden 

^ ~" y^2_L__B2 ' auf der Xachse, die Grössen 19) den- 

, X. T.. . . 1A^ . oAx -^v»i* A'^ jenigen auf der Fachse angeben. 

durch DiTision von 19) in 20) erhält man die •* * in\ j cxn\ uxi* i • i.i. v. 

Gleichung 28), aus 22) und 23) die Gleichung 24). ^^ 1^) ^^^ 20) erhält man leicht noch 
Da j9 al8 Lot Tom Koordinatenureprung auf folgende Beziehungen (siehe Erkl. 28) : 
die Gerade eine abso lute Gröss e ist, so mnss 

das Vorzeichen von YjJ+B^ so gew&hlt wer- _ __ _f 1 ■'^ ._-- -^ +1> ^ ^^. 

den, dass p positiv wird. j?' a*ft* C ** 

oder: 

P ~ a» + 6' ■~^» + JB> • • ^ 

a 1 B 

tga=^==--:=- .... 23) 

"''^ = -73^' .... 24) 

"^■""^-y^q:^ .... 25) 

Das Vorzeichen der Quadratwurzel in 
24) und 25) ist immer dasselbe wie das- 
jenige von C, damit der aus 22) sich 
ergebende Wert von p (Abstand des Ur- 
sprungs von der Geraden) positiv wird 
(siehe Erkl. 28). 

Anmerkung 16. Im schiefen System gelten von den in Erkl. 27 angeführten Formen 
der Gleichung einer Geraden die aUgemeine Form: Ax-^-By-^C = and die Achsen- 

abschnittgleichung : 1--,- — 1 = unverändert wie im rechtwinkligen System, auch 

die Beziehongen zwischen A^ B, C und a, b sind die gleichen. Die Form: y=^fnx-\~n 
bat im schiefwinkligen System eine andere Bedeutung. Zwar ist, wie beim rechtwink- 
ligen, n der Abschnitt auf der Wachse, aber m bedeutet nicht den negativen Tangens 
des Neigungswinkels der Normale, sondern das negativ genommene Verhältnis der Achsen- 

b A 

abschnitte h und a, also w = = — ^ (vergl. Gleichung 23). Die Normalform: 

xcosa-^-ysina — p = endlich gilt nur für das rechtwinklige System; im schiefwink- 
ligen System tritt dafür die Gleichung 13) von Erörterung 11 ein: 

zcosa-\-yc08((x> — a) — 1^ = 26) 

Um hier die Grössen cosa, co8{(xt — a) und p mit den Grössen A, B, (7, a, b in Be- 
ziehung zu setzen, sei l die Strecke der Geraden zwischen den Schnittpunkten mit den 
Achsen, dann ist nach dem allgemeinen Pythagoräer (siehe Erkl. 17) : 

?« = a' + &' — 2 a & C08(o. 

Der doppelte Inhalt des von den Achsen und der Geraden eingeschlossenen Dreiecks 

ab sin (o 

ist einerseits l . p, andererseits ab sin m, folglich ist p = .^ - ^ ^^^ oder 

V a + & — 2 ab cos (o 
wegen 19) und 20): 
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— AIR • V >I2 I 7?' "~ 



2C^ 



COSOD = 



C sin 



Q} 



AB ' ^ Ä^ ^ B' AB'^'^'" VÄ^-{'B^^2ABco8(o 
Andererseits ist p = a C08a = h cos (<ö — «), folglich: 



• • 



27) 



p b sinm 

cos a = — = , ^ ; = 



Asiftio 



<0S (oj — «)=:-=--=: 



a stnm 



^ Va^ + h^—2ahcos(D VA^-^B^^^ABcos 



VÄ^-^B^'^2ABcosg) 

B siniD i' 



28) 



Q} 



Man kann somit die allgemeine Gleichung Ax -{- By ^ C = der Geraden im 
schiefen System auf die Normalform: 

xcosa-^- ycos(<x> — «) — j? = 

sin Q> 

bringen, wenn man die erstere mit ,^ = r-^=- multipliziert. 

^ VÄ^'B'--2ABcos(o 

Die Grösse YA^-\~B^ — 2ABcosoi) hat zweierlei Vorzeichen; man wählt, um p als 
•absolute Grösse positiv zu machen, dasselbe Vorzeichen, wie C sinm hat. 



Aufgabe 16. Den Winkel zwischen 
:swei Geraden zu bestimmen, welche durch 
die Gleichungen: 

Ax +J5y+(7 = 0, 

A,x + B,y-\^C, = 

gegeben sind. 

I. Bei rechtwinkligen Koordinaten. 



AuflöBong. Der Winkel zwischen den 
Geraden ist gleich dem Winkel zwischen 
den vom Koordinatenursprung auf sie 
gefällten Senkrechten. 

Sind also die Gleichungen auf die 
Normalform reduziert und «, a^ die 
Winkel der Normalen gegen die Xachse, 
so ist: 



t? = a, — a 



Daher: 



29) 



COSa^ -= — Ti^ 



cos V = COS a^ cos a -f- Sin a^ sin a, 

sin V = sin a^ cos a — cos a^ sin a, 

sin a. cosa — cosa. sina 

fgv = — , — - — r- -, 

cosa^ cosa-j-sina^ stna 

aber nach Aufgabe 15 ist: 

I. bei rechtwinkligen Koordinaten: 

A, A 



S^na, = T= 



B, 



— ■ , cos « = — 



B 



Daher wird: 
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AA,+BB, 



«nt; = -,-=^'^=4^^=- ) 30) 

*^''- AÄ,'-i-BB,' 

II. Für schiefe Koordinaten. IL Bei schiefwinkligen Koordinaten ist 

nach Anmerkung 16: 

Ä sinto 

cos V ^^ — ^ - -_ ^- r — 

yÄ^ + B^—2ABcos(D 

B sin a> 

sinv = — 



cosv = — 



V^* '+ JB» — 2 ^ JB C05 0) 

entsprechend sind die Ausdrücke für 
cosa^ und sina^^ daher ist: 

{AA, + BB,)sin^(o 



Vi'+^'— 2^Ä<?05a).V-4, '+^1^ — 2^1 J5^cö5 



0) 



0> 



Ätnt; = ^ V^^ r , 31) 

V^'+JB^ — 2^5co5(o.V^i'+JSi^ — 2^^JB^Cös^ 

, AB,—A,B 



Aufgabe 17. Die Bedingung anzu- 
geben, unter welcher zwei Geraden: 

Ax-^ B y-\- C = AuflÖBong. Es muss in diesem Falle 

A^ x + B, y + G,=0 ^^' Winkel t; (siehe Aufg. 16) = 90», 

^ ' ^ '^ ' ^ also cosv =^0 sein, da nun in den Glei- 

auf einander senkrecht stehen. chungen 30) und 31) der Nenner von 

cosv von verschieden ist, wenn nicht 
gleichzeitig A = B^ oder ^j = JB^ = 
ist, so muss: 

AA,+BB, = 32) 

Krld.29 VertauBcht man in der. Gleichung ji^ gesuchte Bedingung sein. Diese 

einer Geraden die Koeffizienten von x und v, t> j- i» i. • u t. u »u 

indem man zugleich einem derselben das ent^ Bedmgung lasst Sich auch schreiben: 

gegengesetzte Vorzeichen giebt, so erh&lt man die A: B = B :A 

Gleichung einer zur ersten Geraden senkrecht ^jp . ^ ' 

stehenden. Die Terschiedenen Senkrechten der ^^^^' 

ersten Geraden unterscheiden sich nur durch ^ =^ n Jß ) 

Veränderung des Absolutglieds. * ? 33) 

B = +w.^. 1 

Wenn daher Ax-j-By-^-C = die 
Gleichung der einen Geraden ist, so hat 
die darauf senkrechte eine Gleichung von 
der Form: 
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Bx — Äy-i-C^ = 
oder: 

XBX'-XAy'\'C,=0 . ... 34) 
(siehe Erklärung 29). 



Aufgabe 18. Die BedinguDg anzu- 
geben, unter welcher die zwei Geraden: 

Äx-\r By + C = Auflösung. Der Winkel v zwischen 

Ä x-^ B y-^C =2 beiden Geraden, also auch sin v, muss in 

. . ' Z. '. . ' diesem FaUe = sein (siehe Aufg. 16). 

einander parallel sind. Daher ist: 

AB,—A^B=0 35) 

die Bedingung für das Parallelsein der 

ErkL 30. Die Gleichungen zweier parallelen Geraden. Man kann diese Bedingung 

Geraden unterscheiden sich nicht durch die SCnreiben. 

Koeffizienten von x ond y, sondern nur durch A'B = A ' B \ 

das Absolutglied. Durch Aenderung des letz- ^ ' f 

teren erhält man sämtliche Parallelen zu der oder: A = XA. > 36) 

gesachten Geraden. \ 

B = XB,. 1 

Wenn also die eine Gerade die Glei- 
chung Ax-\-By-\-G = hat, so hat 
die Gleichung einer Parallelen die Form: 

Ax + By'{'C, = 37) 

(siehe Erklärung 30). 

Anmerkong 17. Da die Zähler der Ausdrücke Yon cosv and sinv, abgesehen von 
einem konstanten Faktor, nach Aufgabe 16 sowohl für rechtwinklige als schiefe Koordi- 
naten dieselben sind, so gelten die in Aufgabe 17 und 18 ausgesprochenen Bedingungen 
allgemein. 

Aufgabe 19. Die Koordinaten des 
Schnittpunktes der beiden Geraden: Auflösung. Um die Koordinaten a:^ 

^^+ J5y + C = und ?i, ^^^ Schnittpunktes zu berechnen, 

hat man an Stelle der laufenden Koordi- 

A ^ + -^1 y + C^i = naten die Grössen x^ , y^ in beide Glei- 

zu berechnen. chungen einzusetzen und diese nach Xi 

und j^i aufzulösen. Multipliziert man 
die erste Gleichung mit A^^ die zweite 
mit A^ so erhält man durch Subtraktion 
eine Gleichung für y., ebenso ergiebt 

naten. die erste mit B^ , die zweite mit B multi- 

pliziert und subtrahiert. Es wird so: 



GB,—aB 

X. = -- 



' ^^--^^'^ ' .... 38) 

CÄ, — C,Ä 
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Preisgekrdnt in Frankfart a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

DieseB Werk, welchem kein ahnlieheB zur Seite steht, erscheint monatlich in B— 4 
Heften m dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlang der wichtig- 
sten nnd praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik ^ Physik, 
Meebaniky matb. Geographie , Astronomie , des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
BrQeken- und Hochbanes, des konstrnktiTen Zeichnens etc. etc. and zwar in Tollstindig 
gelöster Form, mit yielen Flgrnren, Erklärungen nebst Angabe und Entwiekelnng der 
benntsten S&tze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh in ihrer Gesamtheit ergänzen and alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbstjuidigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen L und 11. Ordn«, gleich- 
berechtigten höheren Biirgersehnlen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer -Seminaren, Polyteeliniken, Techniken, Bangewerkschalen, 
Gewerbeschalen, Handelsschulen, teohn. Yorbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- nnd Forstwissenscliaftsschalen, 
Militärschalen, Yorbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Elfjährig- Frei- 
willige- und Offlziers-Examen etc. 

Die Sehttler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Sehritt für Scliritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der. Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführte 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — sum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben so lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. ansnwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden- 

Den Ingenieuren, Arehitekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen and zugleich durch ihre praktischen in allen Bernfs- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a.M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigung 
thnnlichst berücksichtigt. 

Stattgart. Die Yerlagshandlniig^. 
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Anmerkung 18. Die Ausdrücke 38) für die Koordinaten des Schnittpunktes zweier 
Geraden werden cx>, wenn der gemeinsame Nenner = ist, dies ist aber die Bedingung, 
unter der die Geraden parallel sind (siehe Aufgabe 18). Dagegen wird sowohl Xf als ^^ 
= 0, d. h. der Schnittpunkt fällt in den Eoordinatenanfang, wenn gleichzeitig CB^ — 
C^B = und CÄ^ — 0^-4 = 0, ohne dass auch ÄB^ — A^B = wäre. Man kann 
diese Bedingung auch schreiben: 

C B A ^ A^B 

07 = B\ = A ' ^^^'^'° A<'b: 

Das Nebeneinanderbestehen dieser Bedingungen ist nur möglich, wenn (7= C^ = ist; 

dies ist aber überhaupt die Bedingung, unter welcher die Geraden durch den Eoordinaten- 

ursprung gehen, und man hat somit eine Bestätigung des in Erörterung 10 Gesagten: 

Die Bedingung dafür, dass eine Gerade durch den Eoordinatenursprung 

geht, ist die, dass ihre Gleichung kein Absolutglied hat. 

C B A 
Wäre dagegen auch AB^^ — A^B = 0^ also v,- = -^- = -.—, so hätten x^ und y^ die 

^i ^i ^1 

Form TT ; der Schnittpunkt der beiden Geraden wäre unbestimmt, sie schneiden ein- 
ander nicht, weil sie zusammenfallen. Man erhält daher das schon in Erörterung 14 
benützte Kesultat: zwei Gleichungen ersten Grads, deren entsprechende Ko- 
effizienten sich von einander nur durch einen konstanten Faktor unter- 
scheiden, stellen dieselbe Gerade dar. 



Aufgabe 20. Den Abstand eines 
Punktes von einer Geraden anzugeben, 

welche durch ihre Gleichung in der Nor- Auflösung. Man denke sich durch 

malform, bezogen auf ein rechtwinkliges den gegebenen Punkt x^^ , y^ eine Parallele 

System, gegeben ist. zu der gegebenen Geraden: 

xcosa'\-ysina — p = 

gezogen und auf die Parallele das Lot p^ 

gefällt. Da die Richtung von p mit der 

von p^ zusammenfällt, so ist der gesuchte 

Abstand P = Pi —p oder gleich p—Pi, 

je nachdem der gegebene Punkt, vom 

Koordinatenursprung aus gesehen, jenseits 

oder diesseits der gegebenen Geraden 

liegt. Nach Aufgabe 1 8 und Erklärung 30 

ErkL 32. Den Abstand eines Punktes von hat die Parallele die Gleichung 
einer in der Normalform gegebenen Geraden , ^ 

erhält man, wenn man in den linken Teü der xcosa + ystna—p^ — 

Normidgleichung die Koordinaten des gegebe- ^ ^ j^ ^^^ch x,, y, geht, müssen 

nen Punktes statt der laufenden Koordinaten , . ,. A^ • i, ^ J ^«««. 4. 

einsetzt und diesen linken Teil negativ setzt, auch a;, , y„ in diese Gleichung eingesetzt, 

Der Abstand ist dabei positiv (negativ) zu dieselbe befriedigen, oder es muss: 
rechnen, wenn der Punkt vom Ursprung aus . /^ 

gesehen diesseits (jenseits) der Geraden liegt. ^i ^öSa + y^ stna—p^ = ü 

sein, daraus folgt: 

p^ = x^ cos a + ^1 sin er, 

aus der Gleichung der gegebenen Ge- 
raden dagegen: 

^p = X cosa-^ysin «, 
es ist also: 

Craoz, Anftlytisclie Geometrie der Ebene. I« 4 
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+ (a?i cosa-\-y^ sina — p). j 

Um die beiden Fälle nicht stets be- 
sonders unterscheiden zu müssen, kann 
man sich den Abstand P mit einem Vor- 
zeichen behaftet denken in der Art, dass 
der Abstand positiv genommen wird, 
wenn der Punkt, vom Ursprung aus ge- 
sehen, diesseits der Geraden liegt, andern- 
falls negativ. Dann ist stets 

P= — (j!c^cosa-\'yi^€Osß — p) ... 40) 



Aufgabe 21. Den Abstabd eines 
Punktes von einer durch die allgemeine Auflösung. Ist die Gleichung der 
Gleichung gegebenen Geraden anzugeben. Geraden in der allgemeinen Form: 

gegeben, so kann dieselbe nach Aufgabe 15 
im rechtwinkligen System dadurch auf 
die Normalform gebracht werden, dass 

man sie durch — Yä^^B^ dividiert; 
das Lot vom Ursprung auf die Gerade 

Erkl. 33. Man erhält die Länge des vom n . ■* j ttt _j. ^ 

Punkt «,, yi auf die Gerade Ax + By-^C ^^^ ^^nn den Wert: r ' 

= gefäUten Lots, wenn man statt der laufen- y -A -f" 2> 

den Koordinaten im linken Teil der Gleichung Die Parallele zur Geraden durch X^ , y^ 

Koordinaten mit — - ^.^= , bei schiefen ÄX-{'By-{'C^ =0, 

yA'^+B^ ^^^ und da sie durch x^^ y^ geht, so ist: 

Koordinaten mit 7- ~ j„ _i_»,, \^n n 

Ya^+B^^2ABcosw ^^1 +^2/1 +^1=0 

multipliziert. Die Quadratwurzel muss im ersten oder: 

Fall dasselbe Vorzeichen wie C, im zweiten (7 = — {Ax. -{-B y V 

Fall dasselbe wie Csinn haben. ^ 

Das Lot wird positiv (negativ) gerechnet, folglich ist die Länge des Lots vom Ur- 
wenn vom Koordinatenursprung aus gesehen sprung auf die Parallele: 
der Punkt diesseits (jenseits) der Geraden liegt. 

V^^+jB' V^' + jb-' 

folglich wird: 

P = iP-p^)= — 0,^ 

P=-^+^^J+-ej. . .41) 

Für schiefwinklige Koordinaten tritt 
nach Anmerkung 16 an die Stelle von 

> - .._ - der Ausdruck: 

V^' + B* 
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simx) 



folglich wird: 

Vä^+ B'—2 ab cos(o' 1 



Aufgabe 22. Die Gleichung der 
Halbierungsgeraden für den Winkel zwi- Auflösimg. Jeder Punkt der Halbie- 
schen zwei gegebenen Geraden anzugeben, rungsgeraden eines Winkels hat von den 

Schenkeln gleiche Entfernung (siehe 
Kleyer-Sachs, Lehrbuch der Planimetrie). 
Es sei nun ^, ij ein Punkt der Halbie- 
rungsgeraden, so sind seine Abstände 
von den gegebenen Geraden (siehe Auf- 

ErkL 34. Ein bekannter geometrischer Satz Q2Lbe 20V 

(siebe Kleyer-SacJis, Lehrbudi der Planimetrie) ^ ' ' 

lautet : +{^COSa-^ij sina — p) 

Der geometrische Ort für aUe Punkte, die ^^^ 
Yon den Schenkeln eines Winkels gleichen Ab- + (| cos «i -}- »7 sin a^ — p^)^ 
stand haben, ist das Paar von Halbierungs- 
geraden der Winkel zwischen den Geraden. für den Fall, dass die Geraden in der 

Normalform dargestellt sind. Sind da- 
gegen die Gleichungen in der allgemeinen 
Form gegeben, so sind die Lote von g, i? 
auf sie: 

bei rechtwinkligen Koordinaten: 

(^g + JBiy + g) 

ErkL 35. Man erh&lt die Gleichung der (J-^l + ^t ^+fi) 
Halbierungsgeraden eines Winkels, wenn man — a/A *4--B * ' 
die Gleichungen seiner Schenkel subtrahiert V i r~ i 
oder addier^ je nachdem der Koordinatenur- ^^j schiefen Koordinaten: 
sprang im Wukel selbst oder seinem Neben- 
winkel liegt. {A^'\'BTj-^C)sin<D 

~r 



und 



YA^'\-B^—2ABcos<x) 

{A, ^ -{- B^ rj -{- C^ ) sin <D 
- yZ, 2 + B^^^2A^B,cos(D 



es muss also sein: 
+ {^ COSa-^Tj sina — jp) + (|c05«i -^-Tjsina^ — p^) = 0, 43) 

oder: 

dagegen bei schiefwinkligen Koordinaten: 
— Ya^-^£^—2Ib~coS(o —Ya^*+B^^—2Ä^B^coso) 
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Das doppelte Vorzeichen deutet auf 
zwei Geraden als Lösung der Aufgabe hin, 
nämlich die beiden auf einander senk- 
rechten Halbierungsgeraden der vier 
Winkel zwischen den gegebenen Geraden. 

Die eine hat die Form: 



= 0, 46) 



die andere: 

Ai + Ä, + C_ AJ±B,,±C^ _ ^ 46) 

Nach den in Aufgabe 20 und 21 ge- 
machten Festsetzungen liegen im ersten 
Falle die Punkte |, 17 der Halbierungs- 
geraden, vom Ursprung aus gesehen, 
entweder beide diesseits oder beide jen- 
seits der gegebenen Geraden, d. h. es 
ist die Halbierungsgerade desjeni- 
gen Winkels, welcher den Koordi- 
natenursprung enthält 

Die zweite Gleichung dagegen deutet 
an, dass von den Punkten |, ^, der eine 
diesseits, der andere jenseits des be- 
treffenden Schenkels liegt, d. h. die 
Gleichung stellt die Halbierungsgerade 
derjenigen Winkel dar, welche den Ko- 
ordinatenursprung nicht enthalten (siehe 
Erkl. 35). 



Aufgabe 23. Die Gleichung einer 
Geraden aufzustellen, welche durch den 
Schnittpunkt der beiden Geraden: Auflösung. Der Schnittpunkt 2?^ , y^ 

-4^-4--Bv4-C = ^^^ beiden gegebenen Geraden hat nach 

"^ "^"^ ' Aufgabe 19 die Koordinaten: 

Ä,x + B,y-^C,=^0 GB,-C,B GÄ,-C,A 

^'^'' ^^ = - AB^^Ä^B^y^ = Ab\-AB 

Es sei nun y = m x-^-n^x^ gesuchte 

Gerade, so muss dieselbe, da sie durch 

den Schnittpunkt x^^ y^^ hindurchgeht, 

auch noch gelten, wenn man statt x und y 

die Ausdrücke für x^^ und y^ einsetzt, 

es ist also: , 

y z=z tnx -{-n^ 

Vi = Wic^ + n, 
woraus : 

y—y^=m(x—x^) 4S) 

oder: 
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ErkL 36. Die Gleichung 49 giebt: CA^ — C^Ä_ 



\ 



+ mB,C— mBCt + AC— ^0, = CB. — C.B L 



oder: 



AB, — A^B 



+ C (^1 + m B.) - C, (A + « B) = Hier ist m ein wUlkürlicher Faktor, 

oder: der so bestimmt werden kann, dass die 

mÄB,-mÄ.B A.B-ÄB, gesuchte Gerade noch einer weiteren 

* — Ä; +mB, + y A^ + mB^ Bedingung genügt. Setzt man : 

*A+«Bi *■ Ä,+mB. ^ 

Setzt man i = ^ jlmB ' ^^ '^^'' SO erhält man aus 49) die Gleichung 

*"T" ' (siehe Erkl. 36): , 

= A+^i", Oder : J 51) 

_ mAB,^mA ,B (^a? + J5y + C) 

B-.XB —B—B ^ + "*^ Es ist zu bemerken, dass diese Glei- 

^ * u4i + mJ5i chungen sowohl für rechtwinklige als für 

_ BA^'\' mBB^ — AB^ --mBB^ schiefwinklige Systeme gelten. 

A^-^mB^ 

_ A^ B—ABi 
Ai'\-inB^ ' 

Anmerkung 19. Die Umkehrang des in Aufgabe 23 gewonnenen Resultats ist leicht 
zu beweisen, nämlich zu zeigen, dass jede Gerade, deren Gleichung in der Art der 
Gleichungen 51) ans den Gleichungen zweier gegebenen Geraden zusammengesetzt ist, 
durch den Schnittpunkt der letzteren geht. Denn wenn Xi, pi die Koordinaten des 
Schnittpunktes sind, so ist für ihn sowohl -d. ar^-j- J5y,-}- C = als auch w^.iaJi-j-'ßiyi + C'i = 0, 
daher auch (Ax^+B1f^^-^C)+X{A^ x^-{'B^y^ + d) = 0, d.h. dieGerade: (Aa?+^y+C) 
+ X (^i a? + J?i y -f- ()j = geht durch den Schiüttpunkt. 

Anmerkung 20. Aus Anmerkung 19) folgt eine Bestätigung der Thatsache, dass 
die Halbiernngsgeraden der Winkel zwischen zwei Geraden durch den Schnittpunkt der 
letzteren gehen, denn die Gleichungen 46) und 47) der Halbierungsgeraden h aben die 
Form von Gleichung 51), wenn man X = + l bei der Normalform, = + V-^.' -f" ^^ 
: V"^i'^ j&,« in der allgemeinen Form bei rechtwinkligen, = + Y^^ + -ß' — 2 AB cos o) 
'-YAi^-^Bi^ — 2A^Bi cos CD in der allgemeinen Form bei schiefen Koordinaten setzt. 

Anmerkung 21. Wendet man auf die Gleichung der Halbiernngsgeraden (siehe 
Aufgabe 22), nämlich: 

{A^^A,)x-^(B--fiB,)y + (C-'fjLC,)=^0, 

und 

[A+fiA,)x + (B+fiB0y+{C-{-fiC,) = O, \ 52) 

die Bedingung von Aufgabe 17) an, so ist: 
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= ^. + 5»-M» (^i' + 5,') = 4* + B^- -f^ -^ {A,* + B^), 

also = 0, womit bewiesen ist, dass die Halbiernngsgeraden der Winkel zwischen zwei 
Geraden anf einander senkrecht stehen. 

Anmerkung 22. Sind die Gleichungen der zwei ersten Geraden in der Normalform 
gegeben: 

X cosa-^y sina — p = 

. , X cos «i + y sin äi — Pi = 0, 

so sind die Koordinaten ihrer Schnittpunkte (vergl. Aufgabe 23): 

p sinai — Pi sina 



^i 



sin («i — a) 



p cos «1 — Pi cos a 

^* sin («j — a) 
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Anmerkung 23. Sind die Gleichungen der zwei ersten Geraden in der Normalform 
gegeben, so sind die Halbierungsgeraden ihrer Winkel dargestellt durch die Gleichungen: 

{x cosa-^^y sin « — p) — {x cosa^-^y sin ax — jPi) = und: 

{x cos a-^y sina — p)-{-{x cosa^-^-y sinay — jpi) = 0, oder: 

_,; ,in i^_+JL + y cos «i±-«- ^.-^» = 

^ 54) 

^cos"^-^ +ysvn^^ ^+^^ -=0. 

2 COS --=- 



Aus den letzteren Gleichungen folgt in Verbindung mit Aufgabe 17 sofort, dass die 
Halbierungsgeraden aufeinander senkrecht stehen. 

Anmerkung 24. Auf analoge Art wie in Anmerkung 19 lässt sich nachweisen, dass 
eine Gerade, deren Gleichung die Form hat: 

(x COS a-\-y sina — p) — X (x cos at -^ y sin ai — pi) = 55) 

durch den Schnittpunkt der beiden Geraden x cos a'\'y sina — jp = undn; C05ai-|~ 
y ^ificq — Pt = geht, und umgekehrt, dass jede Gerade, welche durch den Schnittpunkt 
geht, eine Gleichung der obigen Form hat. 

Erörterung 16. Es ist von Interesse, die geometrische Bedeutung des Faktors A 
in den Gleichungen 51) und 55) aufzusuchen. 

Man stelle sich zu diesem Zwecke unter x^ y die Koordinaten eines be- 
stimmten Punktes der dritten Geraden vor. Dann bedeuten nach Aufgabe 21 
die Ausdrücke ÄX'^By'\-C und Ä^x-^B^y^^C^ die mit gewissen Konstanten 
multiplizierten Abstände des Punktes x^ y von den beiden ersten Geraden, also 

bedeutet X oder: —: — T t> . ^ nichts anderes als das Verhältnis der Ab- 

Ä,x-\'B,y'{-C, 

stände des Punktes x^ y von den beiden Geraden, multipliziert mit einer Kon- 
stante; und zwar ist, wenn die Gleichungen in der Normalform, bezogen auf 
ein rechtwinkliges System, gegeben sind, X direkt das Verhältnis der Ab- 
stände (siehe Aufgabe 20). 



r 
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Wenn die Gleichungen der beiden ersten Geraden in rechtwinkligen 
Koordinaten in der allgemeinen Form vorliegen, so ist (siehe Aufgabe 21) 

\ das Verhältnis der Abstände multipliziert mit der Konstante: V ~t~^a~^~%* 

Sind die Gleichungen der beiden ersten Geraden in allgemeiner Form, 
bezogen auf ein schiefes System, gegeben, so ist X das Verhältnis der Ab- 



• '^ J 2 _L 7? 2 o A -R ^/ 



stände, multipliziert mit der Konstante. ^ j 2 i t? 2 o a t^ 

Da der Faktor X vermöge der Gleichung der dritten Geraden für jeden 
Punkt derselben konstant ist, so heisst dies: diese dritte Gerade ist der 
geometrische Ort für alle Punkte, deren Abstände von den ersten 
Geraden ein gegebenes Verhältnis haben. 

Nach den Festsetzungen von Aufgabe 20 (vergl. auch Aufg. 22) teilt für 
ein positives X die Gerade (J.a; + -5y + C) — ^(-^iÄr + jB^y-PCj = den- 
jenigen Winkel zwischen den ersten Geraden, in welchem der Ursprung liegt, 
für ein negatives A seine Nebenwinkel. Bezeichnet man den Winkel zwischen 

der dritten und ersten Geraden mit ^31, den zwischen der dritten und zweiten 

Geraden mit ^32, so ist das Verhältnis der Abstände gleich dem Verhältnis 

von sinSl:sinS2^ denn wenn man vom Punkte P der dritten Geraden auf die 
beiden ersten die Lote Pt und p^ fällt, so entstehen zwei rechtwinklige Dreiecke 
mit gemeinsamer Hypotenuse; die Katheten p^ undp, verhalten sich daher (siehe 
Kleyer^ Lehrbuch der Trigonometrie) wie die Sinusse der gegenüberliegenden 
Winkel. Es ist somit schliesslich: 



a). in der Normalform: A. = 



sin 31 

sin 32 
b). in der allgemeinen Form bei ^-^^ 3j -* / Ä^ + JB^ 

rechtwinkligen Koordinaten : X = — ;ssr' V -1 2 T p '" * ^56) 

sin 32 A +^i' 

c), in der allgemeinen Form ^,^^ '\/~Ä'~+ B^-^2ÄBcos<^ 
bei schiefen Koordinaten : X = ;=^ • V - .—v , ^ir^i — :^ 1—:^ 



sinS2 A '+^1 '— 2 A-Bi cos 



OD 



Aufgabe 24. Die Bedingung aufzu- 
stellen, unter welcher die drei Geraden: 

Äx-i- B y'\- C = Auflösung. Die Koordinaten des 

Ä xA-B ?/4-C7 =0 Schnittpunktes der beiden ersten Geraden, 

^ ' *^~T" * berechnet nach Aufgabe 23 und in die 

A^x-^B^xj-^C^^^ Gleichung der dritten Geraden an Stelle 

durch einen Punkt hindurchgehen. von x und y eingesetzt, liefern die ge- 

suchte Bedingung. Dieselbe lautet: 

A^{BG, — B,G)'\'B^{CA,—A,C) 

+ C2 {AB,—A,B) = ... 57) 

Diese Bedingung lässt sich noch auf 
zwei andere Weisen schreiben, wenn man 
die Koordinaten des Schnittpunktes aus 
der ersten und dritten Geraden in die 



56 Analytische Geometrie der Ebene. 

zweite Gleichung, oder diejenigen des 
Schnittpunktes der zweiten und dritten 
Geraden in die erste Gleichung einsetzt, 
nämlich: 

A,{B,C-BC,) + B,(C,A-CÄ,) i ^ 

-i-C.iAB^—Ä^B) =0. / 

Anmerkung 25. Die in der vorigen Aufgabe angegebene Bedingung dafür, dass drei 
Geraden durch einen Punkt gehen, lässt sich noch auf eine andere, für viele Unter- 
suchungen bequemere Art darstellen: 

Man multipliziere jede der drei Gleichungen der Aufgabe mit einem heliebigen Faktor: 

X Ä x-{-l B y-^X C =0, 

X.A2X-\-X2 B2y-{'XiC2 = o. 

Sollen die drei Geraden durch einen Punkt gehen, so müssen für die Koordinaten 
X, y des Schnittpunktes die drei Gleichungen neben einander bestehen. Es muss also 
dann auch folgende Gleichung gültig sein, welche durch Addition aus den drei obigen 
entsteht: 

Unter der Voraussetzung, dass x und y die endlichen bestimmten Koordinaten des 
Schnittpunktes sind, lässt sich der Gleichung 58) nur dadurch genügen, dass sowohl die 
Koeffizienten von x und y^ als auch das Absolutglied verschmnden, oder: 

;iJ5+;^iJ5i+;i2^2 = o J 59) 

Ungekehrt: Wenn das System der Gleichungen 59) besteht, so gilt die Gleichung 58), 
was auch die Werte von X^ Aj' ^3 sein mögen, oder die letztere Gleichung ist, X^ Ä.j, X^ 
als die Unbekannten angesehen, eine identische Gleichung. Man erhält daher 
den Satz: 

Drei gerade Linien gehen durch einen Punkt, wenn die Summe der linken 
Seiten ihrer Gleichungen, jede mit einem willkürlichen Faktor multipli- 
ziert, Null identisch zur Summe giebt. 

Man kann dieses Resultat auch so ausdrücken: Eine gerade Linie geht durch 
den Schnittpunkt von zwei anderen, wenn die Gleichung der ersten auf 
lineare Weise, — d. h. durch Addition oder Subtraktion unter gleichzeitiger Multipli- 
kation oder Division mit Ausdrücken, welche x und y nicht enthalten, — aus den 
Gleichungen der beiden anderen Geraden abgeleitet werden kann. 

Anmerkung 26. Der Satz von Anmerkung 25 lässt sich umkehren: Wenn ^^r-l- J?^ 
-[-C = o, ^ia; + Biy+(7i = 0, Ajä^ + ^jS^ + Cj = die Gleichungen dreier 
Geraden sind, welche durch einen Punkt hindurchgehen, so lassen sich 
drei Faktoren X^^X-^^X^ so bestimmen, dass die identische Gleichung: 

X{Ax^By^G)^X,{A,x^B,y^C,)-^X2(,A2X^B2y^C=^ 

stattfindet. 

Denn X (-4. a: -f- JB y -f~ ^ 4" ^i (-^i ^ 4" -^i 2^i + C^i) = ^ drückt eine Gerade aus, welche 
durch den Schnittpunkt der beiden ersten Geraden hindurchgeht. Dabei sind X und X^ 
willkürlich, ihr Terhältnis lässt sich also so bestimmen, dass diese Gerade noch durch 
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einen Punkt o;, y der dritten Geraden hindurchgeht, für welchen dann A^x-^-B^y-^-G^ 
ebenfalls = ist. Dann fallen aber die darch den Schnitt der beiden ersten Geraden 
gehende nnd die dritte Gerade zusammen, und eben diese Bedingung wird durch die 
obige identische Gleichung ausgedrückt. 



Aufgabe 25. Die Koordinaten des 
Schnittpunkts der Yerbindungsstrecke 

zwischen den Punkten o;^ , y^ und x^^ y^ Auflösung. Jeder Punkt rr, y der 
und der Geraden: Yerbindungsstrecke hat nach Aufgabe 12 



Ax-\'By-^G= 



die Koordinaten: 



zu berechnen. x = ^^"^^^^ 

i+;i 
^"" i+x • 

so^idJd- ^"^ ^^^^"^"« "*^^ ^ geschieht g^t^t man diese Ausdrücke in die 

^' " Gleichung der Geraden ein, so entsteht 

(ii xi + ^ j^i + O + i (.1 a:j + B y, + C) = folgende Gleichung ersten Grads für % : 

' = - lx;^By; + C ' Ä{x, + Xx,)+B{y,+Xy,)+C{l^X) = 0. 

Löst man dieselbe auf, so erhält man: 

- Ax,-\-By,-{-C' 

Durch Einsetzen dieses Wertes in die 
Ausdrücke für x und y bekommt man: 

(Äx,-\-By,-\- C) x,-{Äx,-{-By,-{- C) x. 



X = 



y = 



(Ax,-\-By, + C)-(Ax, + By, + C) 
(Ax,-JrBy, + C) y. -{A x, -\-By, + C) y. 



60) 



{Ax, + By, + C)-(Ax, + By, + C) 



Aufgabe 26. Die Gleichung einer 
Geraden anzugeben, die zu der Geraden: 

Ax-{-By-{-G = Aoflösnng. Die Parallele zur gegebe- 

parallel oder senkrecht läuft und durch ^^"^ Geraden hat eine Gleichung von 
den Punkt o:,, «. geht <^er Form (siehe Erklärung 30): 

Ax-\-By->rC, =0. 

Soll dieselbe durch x^, y^ gehen, so 
muss sein: 

Ax, + By, + C, =0, 

^''^ C,=-iAx, + Sy,). 

Dies oben eingesetzt giebt für die 
Parallele: 

Ax'{'By—{Ax,+By,) = 0. . 61) 

Die Senkrechte hat nach Erklärung 29 
die Gleichung: 
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Bx—Ay+C, =0. 
Soll dieselbe durch x^ , y^ gehen, so ist: 

Bx,-Äy, + C, = 

oder: 

C, = —(Bx,—Ay,); 

daher Gleichung der Senkrechten: 

Bx—Äy—(Bx,—Äy,)==0 . . 62) 



Aufgabe 27. Die Gleichung einer 
Geraden aufzustellen, ^reiche durch den 
Schnittpunkt der gegebenen Geraden: Auflösung. Eine durch den Schnitt- 



Ax-\-By-^ G =0 
Ax-\-B,y+C, =0, 
sowie durch den Punkt a?^, y^ geht. 



punkt der gegebenen Geraden gehende 
Gerade hat nach Aufg. 23) die Gleichung: 

{Ax+By+G)—X{A,x+B,y+C,) = 0. 

Soll dieselbe durch x^ , y^ hindurch- 
gehen, so muss sein: 

{Ax,-^By,-^0-l{A,x,-\-B,y,+a) = 0, 

woraus: 

^^ Ax,-^By, + C 

also ist die Gleichung der gesuchten 
Geraden: 

{Ax + By + C)(A,x,-i^B,y, + G,) ) 

-(A,x + B,y-i^C,)(Ax, + By, + q = 0.\ ^ 



7). Uebungsaufgaben über die gerade Linie. 

üebangsaufgabe 54. Die Gleichung einer Geraden sei in rechtwinkligen Koordinaten 

2 a; — 3y = 7; 

ihre Achsenabschnitte, ihren Neigungswinkel gegen die positive Zachse, ihren Abstand 
Yom Eoordinatenursprang und den Neigungswinkel ihrer Normalen gegen die positive 
Xachse anzugeben; sodann die Gleichung derselben Geraden in einem schiefen System 
aufzustellen, dessen Achse und Ursprung unverändert sind, während der Achsenwinkel 
60« beträgt 

C C 

Auflosung. Nach Aufgabe 15 sind die Achsenabschnitte a = — -r-, & == — -g^, hier 

ist -4 = 2, -B = — 3, C = — 7, folglich: a = 31/2, & = — 2V8. Femer ist nach Erör- 
terung 12, wenn die Gleichung nach y aufgelöst wird (y = 2/3 x — 7/^), der Koeffizient 
von X gleich dem Tangens des Neigungswinkels gegen die positive Xachse, also tg ß=^^!st 
woraus ß = 330 41' 35" oder 213^41' 35", da der Achsenabschnitt auf der Tachse negatit 
ist, so ist für ß der zweite Wert zu nehmen. 

Nach Aufgabe 15 ist femer: 
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__ G —7 _7_ 

^ ~ +yj}-{-B^' "~ —y2^-f¥ "" VT3' 
(ttber das Vorzeichen der Quadratwurzel yergl. Erkl. 28) 

"A —2 2 

CO« a = 



sma = 



— 5 3 —3 



VA'^-B^ —yn "" yn 

Hieraus ergiebt sich, dass a im vierten Quadranten liegt: 

a = 303Ml'35". 
Daher ist die Normalform der Gleichung: 

X cos 303» 41' 35" + y sin 303° 41' 35" —->-— = 0. 

^^ yiz 

Setzt man endlich nach Aufgabe 5: 

x^= xf -[-ycos 600 
y= if sin 60^ 
so wird die Gleichung der Geraden im schiefen System: 

2 (x' + yco5 600) — 3 y'5m600— 7 = 0, 

oder, da sin 6O0 = 1/2 V3, cos 6O0 = 1/2 : 

SC-c' + Vg^^O — s/gVSy/ — 7 = 

oder: 4a;' + (2 — 3 V^) ^ — 14 = 0. 



üebungBaufgabe 55. Dieselbe Aufgabe wie Uebungsaufg. 53 für: x-|- ^ = 2. 

^ 56. ^ „ ^ „ 53für: 3a;4-4y + 9=0. 

57. „ r, r, n 53 für: 5^ — 4^4-20 = 0. 



üebungsaufgabe 58. Eine Gerade teilt die Seiten h und eines Dreiecks Je im 
Verhältnis m:n, ihre Gleichung aufzustellen, bezogen auf ein schiefes System mit den 
Achsenrichtungen von h und c. 



m 
AufloBiing. Der Achsenabschnitt auf 6 ist ^ . ^ • h 



n ^ n 



folglich nach Erörterung 9 die Gleichung: 

»»6 "' i»c ' 

oder: ^ ^ iß w 

b ' c m-j-n 



ÜebungBaufgabe 59. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks zu bilden, dessen 
Koordinaten die Ecken haben: 3, 4; 5, — 6; —2, — 3 (siehe Uebungsaufgabe 17, 20, 23). 
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AallÖBong. Die Gleichungen der Seiten erhält man durch Einsetzen der Koordinaten 
je zweier Ecken in die Gleichung 12 von Erörterug 8, nämlich: 

10ic-h2y — 38 = 0, oder: 5ar+ ^—19 = 

— 3ir — 7y — 27 = 0, oder: 3ic4-7y + 27 = 

— 7ir-|-6y+ 1 =0, oder: 7a?-«6y— 1 = 0. 



üebungsaufgabe 60. Dieselbe Aufgabe wie 59 fflr das Dreieck: 1, 3; 5, 6; 32/7, 4^/7. 
AuilÖBong. Jede Seite hat die Gleichung: dx — 4^ — 9 = (vergI.*Uebung8aafg. 37). 



üebungsaufgabe 61. Die Gleichungen der Schwerlinien des Dreiecks aufzustellen, 
dessen Ecken die Koordinaten x^, yr, x^, y^\ ^vVi liä^^n. (Die Schwerlinien sind die 
Seitenhalbierenden Ecktransversalen.) 

AuilöBung. Die erste Schwerlinie verbindet den Punkt x^, y^ mit der Mitte der 

X I fft 4/ I »I 

Gegenseite, also nach Uebungsaufgabe 15 mit dem Punkte: 'T^ \ ^ --. Daher 
ist ihre Gleichung nach Erörterung 8: 

""K^' — 2~7""^r^ — 2 J+''' — 2 — 2^1—2— = ^ 

oder: 

x^^y^. — y^— y^ — yi^x^—x^ —'X^'\-Xr, y^ — Xi y^ +5?^ Vi—^z Vi = 0. 

Die andern Schwerlinien erhält man durch cyklische Yertauschung, d. h. 

durch Yertauschung von Xy^ mit x^^ X2 mit ^3, x^ mit rr^ 

V Ji n Vv n Vit y% 7) Vi^ Vz n ^1? 

also: 

a? (2 ^2 — ^3 — yi) — y (2ä;j — iTj — Xi)-{'Xi y^ — x^ ^2 +«2 yi — a?i ^2 = 

x(2y^ — yi—y2) — y{2x^^Xi—X2)-^Xiy^--Xiy^-\-x^y2—X2yi = 0. 



üebongsaufgabe 62. Was erhält man, wenn man die linken Seiten der drei Schwer- 
linien eines Dreiecks addiert, und was ist die geometrische Bedeutung dieses Resultats? 

Auflösung. Addiert man die linken Seiten der drei Schwerlinien in Uebungsaufgabe 61, 
80 erhält man 0. Nach Anmerkung 25 bedeutet dies, dass die drei Schwerlinien durch 
einen Punkt hindurchgehen. 

Berechnet man den Schnittpunkt von zwei dieser Schwerlinien nach Aufgabe 19, so 
erhält man: 

— __ _?Äir_5L?_ _ C^t -C, Ä 

wo: 

c = «^2(^8 +3^1) — 3^2(^3 +^i) 

^l = ^3 (yi +^2) — ^3 (^l + ^2) 

B = — 2ira + (^5+a:i), A =2^2 — (^3 + ^1) 
B, = — 2a?3+(ar, -^X2), A^ = 2 y^ + (y^ + ^2)- 
Die Ausführung der etwas mühseligen Rechnung giebt: 

_ _5lJ+^2j£53 ,, _ y 1 + .V2 + ^3 

X— 3 , y— 3 

(vergl. Uebungsaufgabe 19). Daraus lässt sich dann nachweisen (vergl. Uebungsauf- 
gabe 19), dass der Schwerpunkt jede Schwerlinie im Verhältnis 2 : 1 teUt. 
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üebongsaalgabe 63. Die Gleichangen der Schwerlinien and die Koordinaten des 
Schwerpunktes in dem Dreieck 2, 3; 4, — 5; — 3, — 6 anzugeben. 

AullöBong. Die Gleichungen der Schwerlinien sind nach Uebungsaufgabe 61: 

17:?; + 3y — 25 = 0, 

7a? — 9^^+17 = 0, 

5a; 4-6^ — 21 = 

(wobei die letzte Gleichung aus der Formel nach Division darch 2 erhalten ist). 

Die Koordinaten des Schwerpunkts ergeben sich, wenn man aus zweien dieser Glei- 
chungen X und y berechnet: o; = 1, y = 22/3. 



Uebungsaufgabe 64. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks anzugeben, dessen 
Seiten durch die Gleichangen: 

.c-j-y — 2 = 0, :p — 8^ — 4 = 0, 3a; + 5y + 7 = 0. 
gegeben sind. 

Aullösung (siehe Aufgabe 19): — Vu» — ^lu\ 1V2, - 1%; % — V^. 



Uebungsaufgabe 65. Dieselbe Aufgabe für die Gleichungen: 

3a;-|-y— 2 = 0; a: + 22^ — 5 = 0, 2a;-^3y + 7 = 0. 
Auflösung. 1/7, n/^; — i/^i, 25/^^ ; _ i/^, is/^. 



Uebungsaufgabe 66. Die Koordinaten der Ecken und die Gleichungen der Diagonalen 
in dem Yierecke aufzustellen, dessen Seiten die Gleichungen haben: 

ABl 3a?— 2y+10 = 0, 5(7:a? + 2y — 6 = 

Oi):16a?— 10^ — 33 = 0, D^: 12 a; + 14^ + 29 = 0. 

Auflösung. Nach Aufgabe 19 sind die Kordinaten der Ecken: 

^: — 3, 1/2; J5: — 1,7/2; C7:3, s/g; D : i/g, - s/g. 
Hieraus ergeben sich nach Erörterung 8 die Gleichungen der Diagonalen; 

^(7: o; — 63^ + 6 = 0, ^I>:8a:4-2y + l = 0. 
Der Schnittpunkt der Diagonalen hat also nach Aufgabe 19 die Koordinaten — d/^^, ^7/50* 



Uebungsaufgabe 67. Zu untersuchen, ob der Punkt 1,1 auf der Geraden a? -f- y — 1 
= liegt. Wenn nicht, das Lot vom Punkt auf die Gerade zu berechnen, sowie die 
Gleichungen der durch den Punkt zur gegebenen Geraden parallel und senkrecht ge- 
zogenen Geraden aufzustellen. 

Auflösung. 1, 1, statt a?, y in die Gleichung der Geraden eingesetzt, machen deren 
linken Teil nicht = 0, daher liegt der Punkt nicht auf der Geraden. Das Lot vom 
Punkt 1, 1 auf die Gerade erhält man nach Aufgabe 21 und E rkl. 33, w enn man 1, 1 

statt X, y in den linken Teil einsetzt und diesen durch VA^ + B'^ = + Vl + l = — V2" 
dividiert, wobei die Quadratwurzel das negative Vorzeichen hat, weil negativ ist, 
nämlich = — 1. Man erhält so für das Lot den Wert: 

1 
P=- 



V2. 
Der Punkt liegt also, vom Ursprünge aus gesehen, diesseits der Geraden. 
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Die Gleichung der Parallelen ist nach Aufgabe 26, Gleichung 61): 

l.a; + 1.2^ — (1.1 + 1.1) = oder ic + y — 2 = 0. 
Die Gleichung der Senkrechten ist nach Aufgabe 26, Gleichung 62: 

La? — l.y — (1.1-— 1.1) = oder x — y = 0. 
Die Senkrechte vom Punkte 1, 1 auf die Gerade geht also durch den Ursprung. 



üebongsanfgabe 68. Die Gleichung einer Geraden aufzustellen, welche auf der 
positiven Xachse das Stttck 15 und auf der Halbierungsgeraden des ersten Quadranten 
das Stück 10 abschneidet. 

Auflösnng. Die Koordinaten des Endpunktes der Halbierungsstrecke sind, da dieselbe 

mit den Achsen Winkel von 45o bildet : :r^ = ^^ = 5 V^2. Der andere Punkt hat die 

Koordinaten: F, = 0, Jiij = 15. 

Die Gleichung kann daher nach Erörterung 8 gebildet werden, oder auch auf folgende 

X y 
Weise: Da ihr Zachsenabschnitt 15 ist, so ist ihre Gleichung: yr-r). — 1=0; da 

sie durch x^^ y^ geht, so ist: 



also Gleichung: 



5^2" 5^2 , ^ ^ 15^2 

-15- + -T -1 = 0» ^v^^a^s & = ^^^-, 

-^.+ ^fc-X'>---l = 
lo ' 



15V^2 

oder: or. ^2 +y(3 — V2") — 15 ^2" = 

oder: 2 ic +y (3 ^2 — 2) — 15 = 0. 



üebongs aufgäbe 69. Welche Gerade geht durch den Schnittpunkt der Geraden: 
^+y — 1=:0, 37 — y-j-l = ö ^^^ durch den Punkt: 3, — 5? 

AuflÖBung. Die Gleichung ist nach Aufgabe 27: 

(x+s^ — 1)(34-Ö + 1) — (3 — 5— l)(ic — y-f-l) = 

oder: 9 (ar-f-y— l) + 3(a; — y-j-l) = oder 12a? + 6y — 6 =0 

oder: 2x-{'y — 1 =: 0. 



üebimgBanfgabe 70. Die Gleichungen zweier Geraden sind: 

2a; + 3y— 1 = und 3ir-j-2y+l = 0. 

Von ihrem Schnittpunkt aus ist auf der ersten Geraden die Strecke 4, auf der zweiten 
die Strecke 10 abgetragen. Die Gleichung der Geraden aufzustellen, welche die End- 
punkte dieser Strecken verbindet. 

Auflösung. Die Gleichung der gesuchten Geraden sei: 

^a; + jBy4-C=0. 
Ihr Schnittpunkt mit der ersten Geraden hat nach Aufgabe 19 die Koordinaten: 

_JB + ZC_ _ ^ + 2C . 

ihr Schnittpunkt mit der zweiten Geraden hat die Koordinaten: 
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_ 2 — J _ Z C—A 

^'"-3J5 — 2^' ^^-~2^ — 3J5' 

Der Schnittpunkt ar, y der gegebenen Geraden hat die Koordinaten: x = — 1, y = -[-l. 
Nan moss nach Aufgabe 10 sein: 

(^ — a?,)» + (y — yi)» = 4'; (0? — a?2)» + (y — 3/2)»= 10'. 

Ä B 

Dies sind zwei Gleichungen, aus denen die Verhältnisse -^ und ^r bestimmt werden 

können. Man erhält zunächst: 

(-^~2J9^"3^) +(^-3"^-T5) =^^' 



oder: 



oder: 



(3^ — 2-B)' ■»" (3A — 2J5)« "~ ^' 
{^B — 2Ay ^ (3J5 — 2^)' "-^""» 



3^ — 2-B ±V^13 3J5 — 2A ±^13. 



A — B'-^C-^. 4 ' A — B—C^ 10 
bieraas erhält man, wenn nur die oberen Zeichen berücksichtigt werden: 

A _ —19 . B _ —16 

C "" 100 — sy'Is' C •" 100—3^/^3' 

somit Gleichung der gesuchten Geraden: 19 a: + 16 y — 100 + 3 Vl3 = 0. 

Durch andere Kombination der Vorzeichen erhält man noch drei weitere Geraden, 
die der Aufgabe genügen. 



_ • 

üebnngsanfgabe 71. Zwei Gegenseiten eines Vierecks sind als Koordinatenachsen 
gewählt, ^e beiden andern Seiten haben die Gleichungen: 



+ -iL_i = o und -?-4--iL_i = o. 



2a ^ 2h 2a' ^ 2h* 

Die Koordinaten der Mitten der Diagonalen zu berechnen. 

Anllösiiiig. Die Ecken der Diagonalen sind der Beihe nach bestimmt durch die 
Achsenabschnitte der beiden Geraden. Die Koordinaten sind: 

A\x=z2a, y = 0; B:x = Q^ y = 2 &; C:x = 0, y = 2h'\ D:x = 2a\y = 0. 

Nach Uebungsaufgabe 15 sind daher die Mitten der Diagonalen bestimmt durch die 
Koordinaten : 

2a + + 2&' , + 2a' 2& + , i./ ^ / i. 

-- - — , — ^— und — ^-- , -^ — oder: a, o' und a', h. 



üebungsanlgabe 72. Die Ecken eines Dreiecks haben die Koordinaten 2, 1; 3,-2; 
— 4,-1. Die Gleichungen der Höhen aufzustellen. 

AuflöBong. Nach Erörterung 8 sind die Gleichungen der Seiten: 

*^^:3Ä;+f/— 7 = 0, -BC:a: + 72/ + ll = 0, C^:rr — 3y4- 1 = 0. 
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Die Gleichungen der Höhen, da sie auf den Seiten senkrecht stehen and durch die 
Gegenecken gehen, nach Aufgabe 26: 

Höhe auf AB: ic— 3y— (1 . — 4 — 3.— 1) = oder a; — 3y+ 1 = ^» 
, „ BC: 7a;— y —(7.2-1.1) = oder 7iC— y — 13 = 0, 

„ „ CA: — 3ä?— y —(—3.3 — 1.— 2) =0 oder 3a;+ tf — 7 = 0. 



üebungBanlgabe 73. Nachzuweisen, dass das Dreieck von Uebungsaufgabe 72 recht- 
winklig ist 

AnilÖBimg. Die Gleichung der Höhe von CA fallt mit der Gleichung von AB, die 
Gleichung der Höhe von AB füllt mit der Gleichung von CA zusammen. 



üebangsanlgabe 74. Dieselbe Aufgabe wie Uebungsaufgabe 72 fflr das Dreieck: 
2, 3; 4,-5; —3,-6. 

AnflÖBimg. Die Gleichungsn der Höhen sind: 

7a;+ y — 17 = 0, 

5a; + 9y4-25 = 0, 

a; — 4y — 21 = 0. 



üebangsanlgabe 76. Die Gleichungen der Höhen in einem Dreieck, dessen Ecken 
die Koordinaten arp 1f^; x^, y^; a?„ y, haben, aufzustellen. 

Anllösnng. Die Seiten haben nach Erörterung 8 die Gleichungen: 

J? : o: (y,— y,)— y (2?,— a?,) +3^2 y, — a?, y, = 0, 
CA:x(ffi—yi)'-y(x^—Xi)-{-Xitfi—Xiys =0. 
Daher sind nach Aufgabe 26 die Gleichung der Höhen: 

X {xi -X2) + y iyv — y,) — \xi {xy —Xj) + y^ (yi — yj)! = 0, 

X (^2-^s) +y (yi— ya)— k (•^»— ^3) +yi (1^2— ya)! = 0, 
X (^•3—^1) +y (ys— yi)— 1^2 (^3 — ^^0 +y2 (yi — yi)} = 0, 



oder: 



(a?— a^aXa:»— iCj)-|-(y-y3)(yi— y,) = 0, 
{x—Xi){x2—x^)'{'{y'-'yv){yi—yi) = 0, 

{x—x^) (a7j— xi) + {y-yi) (ys— yO = 0. 



üebnngsanigabe 76: Die Gleichungen der Mittellote auf den Seiten in dem Dreieck 
der uebungsaufgabe 74 aufzustellen. 

Anflösnng. Die Mittellote gehen parallel zu den Höhen durch die Punkte, deren 
Koordinaten nach Uebungsaufgabe 15 sind: 

x,_±x^ y^±J^. ,d,r 1 _n £,-H3 y^^ . 1 _ 3 and 

2 ' 2 2 2 ' 2 ' 2 2 2 

r 



'+^-»,^4^*'- oder 3.-1. 
1 ' 2 
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Preisgekrönt in Franktort a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in S— 4 
Heften zu dem billigen Preise von. 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem ffesamtgeblete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brücken- nnd Hochbaues, des konstrnktiren Zeichnens etc. etc. und zwar in TOllstftndig 
gelöster Form, mit rielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwiekelnng der 
benutzten S&tze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein luinn, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch aUe 
Teile der reinen und angewandten Mathen^atik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kf^pitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde ErklftrungeL über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 
Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. nnd II. Ordn., gleioli- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschnlen, Gymnasien, Realgjrmnasien, Pr#- 
grymnasien , Schullehrer - Seminaren , . Polytechniken , Techniken , Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitnngsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- nnd Forstwissenschaftsschnlen, 
Mllltärschulen, Yorbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjährig- Frei- 
willige- und Offlziers-Examen etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese. Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüflingen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schal- 
Unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben in lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch in verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, MiUtärs 
etc. etc. soll diese Sammlung inr Anff^ischnng der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bemf^- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forschnngen geben. 
Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Terfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagshandliuig. 
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Daher sind die GleichoDgen der Mittellote nach Aufgabe 26: 

5a?+9y-(5.-l4-9.-|-)==0 „ 5a: + 93^+16 = 0. 
a? — 4y— (1.3— 4. — 1) =0 „ a? — 4y— 7 = 0. 



üebnngsanfgabe 77. Die Mittellote der Seiten in dem Dreieck, dessen Ecken die 
Koordinaten x^, y^; ^2>2^2) ^v Vi haben, durch Gleichungen auszudrücken. 

Auflösung. Da die Koeffizienten von x und y in den Gleichungen der Höhen nach 
Debungsaufgabe 75 sind : x^ — x^, y^ — y^, bezw. x^^-x^.y^ — y^^ bezw. x^—x^, y, — y^ 
nnd die Mittellote den Höhen parallel gehen durch die Punkte, deren Koordinaten nach 
üebungsaufgabe 15 sind: VjC^i+ajj), VjCyi+y?); bezw. %{x^+x^), \{yt + y^)\ 
bezw. VaC^j+^i)» Vj(ys+yi)» so erhält man für die Gleichungen der Mittellote nach 
Aufgabe 26 und unter Berücksichtigung der bekannten Formel der Buchstabenrechnung: 
{a + h){a — h) = a'-h^: 

x(x,^x^)'{'y(if,—y2)~%(x,^ — x^^)-^%(y,^^y,^) = 0, 
X (x^—x^) + y(y2 — ys) — Vj (^i* — ^3') — V2 (^2^ — yj') = 0, 



üebungsaufgabe 78. Die Gleichungen der Winkelhalbierenden in dem Dreieck 3, 4; 
5,-6; — 2, — 3 «aufzustellen. 

Auflösung. Nach Erörterung 8 sind die Seiten: 

^J9:5a? + y— 19 = 0; 5C: 3a? + 7y + 27 = 0; (7^ :7a? — 6y— 1=0; 

also ist nach Aufgabe 22 die Gleichung der Halbierungsgeraden: 

™.. ,, 6x-4' y — 19 7 X — 6« — 1 
von Winkel a: -^ r-^ = 0, 

Ai A3 

3a: + 7y + 27 6x-{-y-19 _^ 
"* ^' A, •" Äi -"• 

7x^6y^l 3a: + 7y + 27 _, 
" ^' A3 "■ A, " " -^^ 



wo bei rechtwinkligen Koordinaten: 
A, = — \^5HnT = — V^26, 
^, = + V^» + 7^ = + V^ 58, 
A, = —Yv^^ = — V85; 



bei schiefen Koordinaten: 
— V5*+l»— 2.5.1coS(ö= -1^26— lOcosoj, 
+V^3»+7^ -2.3.7005(0= +V"58"— 42c(W<ü, 
— V7*+6»-2.7.6co5oä= -V^85 — 84coso). 



üebnngsaiilgabe 79. Die Gleichungen der Winkelhalbierenden aufzustellen für ein 
Dreieck, dessen Ecken die Koordinaten x^, y^; Xj^ y, haben. 

Auflösung. Die Seite AB hat die Gleichung (siehe Erörterung 8): 

^ (yi — yi)— y (^i — ^2) +^i yi+^i Vi = 0. 

Die Seite AC hat die Gleichung: 

« ivz — yd — y (^3 — ^1) +^s yi — ^i ya = o; 

Ormm, Analytlsobe Geometrie der Ebene. I. 5 
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folglich hat die Halbierungsgerade des Winkels a die Gleichung (siehe Aufgabe 22): 

^ (yi — yO — y (^i — ^2) +^i yi —^tPi _ ^(ys— yP— yK— ^O+^ayi— a;iyi _ 

Die Gleichungen der anderen Winkelhalbierenden ergeben sich durch cyklische Yer- 
tauschung. 

Setzt man : jua = Y(x^ — ^2)' + (yi — y2)'» 
so werden die Gleichungen der Winkelhalbierenden: 

ic ^3 (yj — yi) — /^ (yi — y2)] — y[An(^s — ^0 — /^iC^t — ^2)] 

+/i3 (^»yi — ^i yO — i^ (^i yj — ^2 vö = 0, 

^ [it^i (yi '-P2)—fh (y^ — yO] — y [ii*i (^i —«2) — 1^3 (^2 — ^)] 

+ßi (^i y2 — ^2 yi) — /t^j (^2 ys — ^s yO = 0. 

^ [iW2 (y2 — ys) — Ml (ys — yJ] — y [^2 (^2 — ^3) — mi («» — «1)] 

+M2 (^lyj — ^sy2) — Ml (^3 yi — «i y3) = o- 

Für schiefwinklige Koordinaten haben die jU|, /i,, /ix, andere Bedeutung, n&mlich: 
M3 = V^(^t — a;,)» + (yi — y,)' — 2 (a;i — x^) (yi — y2) «w w, 
/ij = V'CäJs — XiY -|- (yj — yO' — 2 (a?, — arO (y, — yO cos w, 
^^ = Y(x^ — xj'^'^^f^^-^^y — 2 (a?, — a;,) (^, — y,)C050). 



üebnngBaufgabe 80. Es soll mit Hilfe der Gleichungen der Schwerlinien, Höhen, 
Winkelhalbierenden und der Mittellote der Seiten eines Dreiecks nachgewiesen werden, 
dass dieselben je durch einen Punkt gehen, und die Koordinaten dieser Schnittpunkte 
sollen in den Koordinaten der Ecken ausgedrQckt werden. 

AnflöBimg. L Dass die Schwerlinien durch einen Punkt hindurchgehen, ist schon 
in Uebungsaufgabe 61 bewiesen. 
Die dort aufgestellten Gleichungen der Schwerlinien lauten : 

a?(2yi — yj — ys) — y(2a:i — a;j — a;,) + a:jy2 — a:,yi+a:iy,— ajjyt =0, 

«(2y2— yt— ys) — y(2^2— i»i— ^,)+^2ys— ^»y2+^2yi— ^iy2 = o, 

^(2y3 — yi — y2) — y (2a:, — a;, -a:,) 4-a:, yi — iT^y, +a;, y2 ~a;,y, = 0. 

Um hieraus die Koordinaten des Schwerpunktes zu erhalten, subtrahiere man zunächst 
je zwei der Gleichungen von einander, dann erhält man: 

3a?(y, — y,) — 3y(a:4 — a;j)-f 2(ariy,-a:jyi)-j-ariy,— a;,yj+a:,yj — a:,y, = 0, 

3a?(y2 — yj) — 3y(a;2 — ir,) + 2(a?2y, — a;3y2) + a;2yi— a^iyi + a^jyj— a-syi = 

oder: 

3 ^ (yi — y,) — 3 y {xt — a:,) = (xi y, — Xj y, +37, y, — a;, y2 + ic, yi — a?^ y,) 

— 3(a;^y2— ir,y,), 
3a; (y2— y,) — 3y (jJj — a:,) = {x^ yj — äj, y^ +a;2 y, — a;, y2 + ^3 Pi — «i ys) 

— 3 {X2 ys — x^ y,). 

Hieraus erhält man x^ wenn man die erste Gleichung mit ar, — ar^, die zweite mit 
x^ — x^ multipliziert und subtrahiert. 

Dann erhält die erste Klammer rechts den Koefßzienten 2X2 — a:^ — Xy 
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Der Rest rechts wird, abgesehen vom Faktor — 3: 

(Xi yj — X2 yO (a?2 — ar,) — {x^ y^ — ar, y,) {x^ — x^) = 

«2 (^1 yj —^2^1 + ^2^1 — ^j yt+^i Vx — ^i yi\ 

folglich wird die ganze rechte Seite: 

3 (a;i yz — a:2 yi + x^ y, — ^s ^2 + ^3 Vi — ^i y») (2 a:, — a?i — ajj — 3 x^) = 
— 3 (a:, yj — arz yi +a?2 yj — 0^3 y, + a;j yi — a^i ys) (a?i + äJo + a;,). 

Der Koeffizient von a; links wird: 

9 (yt — yj) (ar, — iPj) — 9 (y2 — ys) (a:i — a^j) = 
— 9 (xi y2 — a:2 yi +a;2y5 — a?, yj + a?, yi — a:, y,). 

Daraas ergiebt sich: 

Ganz ähnlich erhält man: 

y = i(yi+y2+ys)- 

IL Die Gleichungen der Höhen sind nach Uebangsanfgabe 75: 

X {Xi — a;2) + y (yi — y,) — a:, a;i — y, yi +a?, a?2 + yj y2 = 0, 

a?(a?2 — a:3) + y(y2 — ya) — a:ia;j— yiy2 + a:ia:3-|-yiy3 = 0, 

X (a:, --iTi) + y (y3 — yi) — a?2 a?3 — y2 yi +a:2 a:i + y2 yi = 0. 

Da die Addition der linken Seiten dieser drei Gleichangen Null giebt, so ist nach 
Anmerkung 25 bewiesen, dass die Höhen durch einen Punkt gehen. 
Durch Berechnung von x und y aus zweien dieser Gleichungen erhält man: 

_. (yt —y^) i vi—Vi) ( y% —yi)—^i ^2 (yi —yt)—^2Xs (y2— yO— a?s xi (yi^y^ ) 

~ a:iy2 — a?2yi+a:2ys-~a?,y2 + a?,yi — iPiy, 

_- i^~^)S^^ — ^»)(^3 — a ? i) — yty2 (a?i— a?2 ) — y2y8 (a?2— a?») — y, y^ (x^— Xt) 
^"" ariy, — a?2yi4-^2y»— ^»yi + ^syi^a^iy, 

DL Die Gleichungen der Mittellote auf den Seiten sind nach Uebungsaufgabe 17: 

a: (arj — arj) + y (yi — y2) — i (a^i» — a:,«) — i (y^« — y,«) = 0, 

a?(a;, — a;,)+y(y2— y,) — |(a?2» — arj') — ^(y,' — y3^) = 0, 

a? (a;, — a;, ) + y (y3 — y.) — |(a;,^ — a?i») — i (y,» — y^') = 0. 

Die linken Seiten dieser Gleichungen geben addiert die Summe Null, also gehen die 
Mittellote durch einen Punkt, dessen Koordinaten aus zweien der Gleichungen zu be- 
rechnen sind, nämlich: 

^^ 1 (V+yt^)(y2-y>)+(V+y2')(y»-y»)+(^»'+y«^)(yi-"y2) 

2 a^jyj—arjyi+aJjy,— arjyi+arjyi— a^iyj 

_ J. _ (a?,^ + yt' ) (^2 -^3) + (^2^ + y2') (^» - a:,) + (a?3' + y3 ' ) (x, -X2) 
2 ariyi — ajjyi-f-a^iys — a;8y2 + ^3yi— ^lys 

IV. Die Gleichungen der Winkelhalbierenden (siehe Uebungsaufgabe 79) sind: 
^ [f^i (yi — yO — /^s (yi — y3)] — y [iui (a?i — a;,) — /i, (a?2--a?,)] 

+ /Ai (Xi yi — X2 yi) — fAi {xiy^ ^x^y^) = 0, 

X \ih {y%—yz) — iwi (y$ — y\)\—y [yn {xt — x^) — /ui {x^ — a?i)] 

+ /<2 {xt y% — x^ yi) — iix (x^yi—Xiyi) = 0, 

« [^1 (y* — yi) — iLt2 (yt — y2)] — y [ft3 (a?s — ^i) — i^ (^1 — ^2)] 

+ ^3 («3 yi — ^lys) — M2 («i y2 — ajjyO = 0. 

Multipliziert man die erste Gleichung mit fi^j die zweite mit /i,, die dritte mit /Up 
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so erhält man als Summe der linken Seiten, also gehen die Winkelhalbierenden durch 
einen Punkt. 
Ans den beiden ersten Gleichungen erhält man: 

+ /^i' (^i yt - ^2 y\) («s — ^t) — iUi JUS (a?2 Vi — ^1 Vi) {xz — x^)\ : 
[jui jU2 (iP2 — .^s) {yv — y2) — jtii' (ä?3 — iCi) (yi — ^2) — in m (xt — x^) (yj — y^) 

+ /i*i /i3 (^8 — ^i) (y2 — ys) -- fii fi2 (xi — a?,) (yj — y,) + ^j ^3 (ar, — a;,) (y, — y,) 

+ /^i' (^i — «2) yj — yi) — Ml /i*s (^2 — ^3) (^j — yO], oder : 
^ = [i^i((^i i^2 — ^2 yi) (a?8 — ^i) — (^3 yt — ^i 3^j) (-^i — ^2)) 

+ 1^2 ((^2 yz — ^3 3^2) (^i — a?2) — (a:, y, — X2 yi) (a;, — Xj)) 
+ f^i ((^8 yi — Xi y,) (xj — Xi) — (ir, yj - x^ y,) (a;, - arj)] : 
[mi((^i — ^2) (^3 — yi) — (a?8 — a?i) (yt — yj)) 

+ ^2 ((^2 — «3) (yi — ^2) — (a^i — S02) (y2 — ys)) 

+ i"3 ((^, — a?i) (3/2 — ^3) — (^2 — ^3) (^3 — yi))] . oder : 
X = [(fiiXt+fAtX2-^/JLiXz)(x2iji'-Xi y2 + ^1 y2 — ^J, y, + ÄJ, yj — iTj y^] : 
[(iUi + iü2 + /143) («2 yt — ^i 2/2 + ^8 ^2 — ^2 ^3 + ^i yi — ^3 yi)] oder: 

^ = ^^ *Tu^ !i-"^^ * » wobei /i^ , jUj, ju, die in Uebungsaufgabe 79 ange- 
Ml -h /A2 -f- Ms gebene Bedeutung haben. 

Ebenso erhält man: 

_ Mtyt+M2y2+M3 y3 

^- Mi+M2 + /i3 >"'»"''"«'' 



üebimgBanIgabe 81. Die Gleichung einer Geraden aufzustellen, welche durch den 
Punkt x^, y^ geht und mit der Geraden Ax-\-By'\-G =z den Winkel v bildet. 

AufloBung. Es sei A^x-\-B^y-\-CyZ=zO die Gleichung der gesuchten Geraden. 
Nach Aufgabe 16 Gleichung 30) und 31) ist sowohl für rechtwinklige als für schiefe 
Koordinaten: . ^ . „ 

AH. — Ay Jd 

Da die gesuchte Gerade durch x^^ y^ geht, so ist: 

A B 

A,x,-\rByy,'^C^ = oder -j^x^-{'-^y, = — \\ 

die Gleichung für tgv kann man schreiben: 

A ffg^^B) + ^ (tgv-A) = 0. 

AB A 

Aus diesen beiden Gleichungen ist -yr- und -7,- zu berechnen. Man erhält t^t", wenn 

Ol Oj p C/j 

man die erste mit ^yt; — ^, die zweite mit y« multipliziert, 77^ durch Multiplikation 

^i 
der ersten Gleichung mi^ tgv-{-B, der zweiten mit x^^, 

Es wird daher: 
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-^ \{x,—y^)tgv — Ax^'^Byi'\ =B-^tgv\ 

man kann daher setzen: 

^1 ^A — tgv, Bi =B + tgv, C^ = ~-[(Äx^-^By^) — {x^-' yO ig v]. 
Die gesachte Gleichung ist also: 

(Ä^tgv)x-{-(B-\-tgv)y'^[ÄXi'{-Byi-'{xi — yi)tgv] = 0. 



üebnngBanlgabe 82. Za beweisen, dass die Halbiemngsgeraden zweier Aassenwinkel 
eines Dreiecks and die Halbierangsgerade des Innenwinkels an der dritten Ecke darch 
einen Punkt gehen. 

Anflösung. Nimmt man an, dass der Anfangspunkt des Systems innerhalb des Drei- 
ecks liege, und seien in Bezug auf dieses System die Gleichungen der Seiten in der 
Normalform: 

irco»a-|-yma— i?! = 0, xcosß-^ysinß — p, = 0, a:co5y + ysiny — pj = 0; 

dann sind nach Aufgabe 22 Gleichung 43) sowie nach den dort gemachten Festsetzungen über 

die Vorzeichen die Halbierungsgeraden zweier Aussenwinkel durch folgende Gleichungen 

dargestellt: 

(xcosa-^-ysina — pO'i'ixcasß-f'ystnß — p2) = 0, 

(xcosß'^y8inß—'P^)-\-(xca8y-{'ysinY — p^) = 0. 

Dagegen ist die Gleichung der Halbierungsgeraden des dritten Innenwinkels: 

(xcosy-^ysiny — pt) — (x COS a -{- y sin a — Pi) = 0. 

Man kann aber den linken Teil der dritten Gleichung erhalten, wenn man die erste 
Gleichung von der zweiten subtrahiert; daraus folgt mit Rücksicht auf Anmerkung 25, 
dass die drei Halbierungsgeraden durch einen Punkt gehen. Entsprechend ist der Be- 
weis für die beiden andern Schnittpunkte von je zwei Aussenwinkelhalbierenden und der 
dritten Innenwinkelhalbierenden. 



üebimgaaiifgabe 83. Den Inhalt eines Dreiecks in den Koeffizienten der Gleichungen 
der Dreiecksseiten auszudrücken. 

Anfloanng. Die Dreiecksseiten mögen die Gleichungen haben: 

A^X'^B,y + C, = 0, 

A^x--\-B^y-{'Ci = 0, 

A,ic + J5,y + C, =0. 
Dann sind nach Aufgabe 19 die Koordinaten derselben: 

C2 X>3 — C3 B2 ^2 Ai^ C/^ .A2 

^^ = - At B, - Ai Bt ' ^' — 'Äi BT^Äi 5, ' 

C/3 Bi — C^ B^ Gz Ai — C| A^ 

'"'-- 'a.b.-a.b;' ^' - A, B, - A, b; ' 

C/| jDj — C2 By C/| A2 — Oj A^ 

'^=~ 'J^Bi^^tB^' ^' ~ Ai B^ — ATK' 

Setzt man diese Ausdracke in die Inhaltsformel von Aufgabe 14 ein, so erhält man: 
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{A2B,^Ä,B,)(A,B,^Ä,B,) 
(Ä, G, - A, CQ {B, C,^B , C,) -> { Ä, C, -^ fi) (B , G,-B.^ fi ) 
"*■ (^3 B,^A, B,) (A, B, - A, By) 

{A, 02^ A; CQ {B2 03 -^ 3 C,)^ ( A. C, ^A, O,) (Bt C^-B^ fi ) 



+ 



[{A,B,^A^ B,) (A C,^A, C.) {B^ C, - B, C,) - (A.B.^A^BO (A^ C,-A, C,) (B, C,-B, C,) 
4- (A,B,^A,B,) (A, C^^A^ C,) (B, C,^B, C,) - (A.B.-^A^B^) (A, C,-^ C,) {B, C,-B, C,) 
+{A,B,-A,B,)iA,C,^A,G,)iB,C,--B,C,)-^iA,B,--A,B,){A,C,^^^ 

[(A, B2 ~ A, B,) (A, B, - ^3 ^2) (^3 ^i --A,B,)] = 
[(B,C2^BnC,)({Ä2B,^A,B,)(A2C,-A,'C2) + (A,Bt^A,B,)(A,C,^A2C,))-i- 
{B. C,^B, C2) {(AB^^A^B,) (A, C,^A, CO + (A, B,^A,B,) (A, C.^A^ C,)) + 
(B,C,-B,C^)((A,B2-A2B,)(A2C:,^A,C^)^(A,B2-^A2B,)iA,C2--A2Ci))] : 

{A, B2 -A2B,) (A, J?3 - ^ ^2) (^3 ^i - ^i ^3) = 
[(B,C\-^B2C0A,{A,{B2C,--B,C2)-i'A2(B,C,-B.,C,)-^A,(B,C2^B2C,))^ 

{B2C,^B,C,)A,{A,{B2G,--B,C2)+A2{B,C,^B,C,)+A,{B,C2-B2C,y)-^ 

(B,O,^B,C,)A2{A,(B2C,-B,C2) + A2(B,C,^B,C,)+A,(B,C2-B2C0)]: 

(Ai B2 -A2Bi) {A2 J?3 — ^3 ^2) (-^3 J?i — ^i -Bs), oder : 
{A,{B2C,-B^C2) + A2{B,C,-B,G,)-\-A,{B,G2-B,C,)y 



J = 



{A, B2 - A2 B,) {A2 B, - A, B2) (A, B, ^A,B,) 



üebnngsaiifgabe 84. Die allgemeine Form der Gleichung einer Geraden in Polar- 
koordinaten anfzostellen* 

AuflÖBiing. Nach Erörterung 14 ist die Polargleichung der Geraden, welche die 
Punkte Ti, <)Pi; r^, qti verbindet: 

r (ri sin (qpi — gp) — r^ sin (qo, — qp)) + ri r» sin (<pt — gpi) =: . 0. 
Diese Gleichung hat die Form: 

r(^^n(a— 9) + i?^«(i3— g))) + C=0. - . 

Sie ist für manche Untersuchungen unbequem; um andere Ausdrücke zu erhalten, 
kann man von der Gleichung der Geraden in rechtwinkligen Koordinaten ausgehen. 
Man setze r cosq^ statt x, r sinq) statt y in der Normalform x cosa-j^y sina—p = 
ein, so ist: 

r (co5(pc(Wa+««n(pstna) = jp, oder: rco5(g) — «)— i? = 

die Normalgleichung in Polarkoordinaten; p ist das Lot vom Pol auf die Gerade, a die 
Anomalie dieses Lots. 
Geht man von der allgemeinen Form aus: Ax-{-By-\-G = 0, so erhält man: 

r (Acos (f-^- B sin (f) -{' G = 
als allgemeine Form. 

Es erhebt sich die Frage : Stellt jede Gleichung von der Form r{Acosqi-\-B sin <p)+ C^= ^ 
eine Gerade dar und welche? 1 

Man dividiere die Gleichung durch VÄ'^^J?^ dann sind die Ausdrücke "w'TyTm 
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und ^r-m-x -^ ^ stets < 1, die Summe ihrer Quadrate ist = 1, daher kann man 

V3H--B* ^ A , B ]^ 

einen Winkel a so bestimmen, dass cosa = -rFTi-,^^-, gtng= ,r .^-.-p, ^^d 

erhält daraus: 

r(cosa cos(p-\^8inasinqi)-\- yrAi^X^ i ^^ ^' 

Giebt man der Quadratwurzel das entgegengesetzte Vorzeichen wie (7, und setzt: 

C 

pz= — --— - ,-.p ^, so geht die Gleichung über in: 

rcoff(qp— «)— 1? = 0, 
also nach dem obigen in die Gleichung eines Geraden. 



üebnngsaiifgabe 85. Zwei Geraden sind durch die Polargleichungen: 

r cos ((p— -ai)— jpi = 

rcos(qp— «,)— jjj = 

gegeben. Die Polarkoordinaten ihres Schnittpunkts, sowie den Winkel zwischen ihnen 
anzugeben. 

AufloBimg. Wir schreiben die Gleichungen: 

rcosqiCOSai'^rsinq)Sinai =l?i, 
r cosqiCOSa2-\'rsinq)Sina2 =l>if 

multiplizieren zuerst die erste mit sin a^, die zweite mit^inai, dann die erste mit cos a^« 
die zweite mit cosat und subtrahieren, so ist: 

rcosqi = ^ — ^ — - . 

Pi cos a-t — Pi cos a» 
rs%nq) = — ^* * ^^ * 



5m («2 — «i) 
Hieraus erhält man durch Quadrieren und Addieren r\ durch Division tg qp, nämlich: 

*" ^~kn(ir _/r.^ Vip^sinai-'PiSinaiy+ip^cosai'^PiCOSaiy, 



sin(a2— «i) 



, Pi cos a« — P2 cos «t 



^i stn «2 — P2 **•* «i 
Der Ausdruck für r kann noch einfacher geschrieben werden, nämlich: 



Der Winkel inzwischen den Geraden ist gleich dem zwischen den Loten, also: v = «2— «i- 



üebimgsaiifgabe 86. Die Polargleichung einer Geraden anzuschreiben, welche durch 
den Punkt ri, «p^ und zu der Geraden: 

r cos (qp— «)— 1? = 
parallel bezw. senkrecht geht. 

AulIoBiing. Für parallele Geraden bleibt die Richtung der Normale, also Winkel a 
unverändert, die Form der Gleichung ist also: 
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rc(w((p — «)— Pj = 0, 

Pi ist so zu bestimmen, dass die Gerade durch den Punkt n, qpt geht oder: 

^1 C08 ((pi — a)— pi = 
ist, somit: 

l>i = ^iC05((pi— a), 

daher die Gleichung der Parallelen: 

rco5(gp— a)— ri coa(9j--a) = 0. 

Für die Senkrechte ist a in a-^90® zu verwandeln, also die Gleichung: 

r sin (qp— .«) — rt Hn (qpi — a) = 0. 



üebangsaufgabe 87. Vom Punkt r,, qp^ ist auf die Gerade reo« (<p—a)—i? = 
das Lot gefällt, die Länge desselben anzugeben. 

AufloBimg. Die Parallele durch rt, g)| hat nach der vorigen Aufgabe die Entfernung 
r^ cos (qpi — a) vom Pol; die Gerade selbst die Entfernung p^ daher ist die Länge des Lots: 

r^cos(q^^ — a) — p (vergl. Aufgabe 20). 



Uebungsaiifgabe 88. Die Polargleichung einer Geraden anzugeben, welche durch den 
Schnittpunkt der beiden gegebenen Geraden: 

r cos (<p4 — «) — Pi = 0, r cos (92 — «) — Pi = 
geht. 

Aoflösung. Für jeden Punkt der Geraden ist das Verhältnis seiner Abstände von 
den gegebenen Geraden konstant. Dieses Verhältnis sei X, dann ist nach der vorigen 
Uebungsaufgabe: 

(r cos {(pi — a)—Pi) — X (r cos (qp, — a) — p^) = 0, 
oder: 

r (cos (gpi ^a)^Xcos (gj, — a)) — (p^ — Ipt) = 0. 



Uebungsaufgabe 89. Die Polargleichung der Halbierungsgeraden des Winkels zwischen 
den Geraden rcos{fp — ai) — l>i = und rcos{q) — ai) — P2 = anzugeben. 

Auflösung. Man setze in der Gleichung der vorigen Uebungsaufgabe X = + 1 , so 
erhält man: 

r {cos (qp — a) ± cos (qp — a,)) — (p, ±l>j) = 0. 

Nach einer bekannten goniometrischen Formel (siehe EJeyer, Lehrbuch der Goniometrie, 
Formelsammlung) ist aber: 

cosa-}'COsß = 2cos ^^-~ cos ^^—1 



daher: 

cos 

cos 



cosa — cosß=z^2sin^^^sin^-^; 

(g^~«i) + co5((p-«0 = 2cos-?Lri?lc(w(qp--?^ 
(q)-«i)-cos((p — «0 = -2m^'^5m(qp--5^^^^^ 



1 
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Die Gleichungen der beiden Halbiernngsgeraden werden also: 

V 2 / ' 2»ma, — at 



rs%n 



rco8 






Die zweite Gerade halbiert den Winkel, in welchem der Pol liegt, die erste seinen 
Nebenwinkel. 



üebungsaiifgabe 90. Den Inhalt eines Dreiecks in den Koeffizienten der Polar- 
gleichnngen der Seiten auszudrucken. 

AoflSsnng. Die Gleichungen der Seiten seien: 

^C:r«w(<p — at) — Pi = 0, CÄ:rco3(q) — az) — pj = 0, AB:rea8(q) — aj) — pi = 0. 

Die rechtwinkligen Koordinaten x=: rcosq), if = r8inq) der Eckpunkte sind dann 
nach Uebungsaufgabe 85: 

j.^ _- ^^-« — P 2 sin a^ — pt sin a^ « — r ainrr — Pi cos a^ — p^ cos a^ 

^ ^ sin (cci — at) ^' 2 ^i ^^^ ^^^ — aj) 

^* 5m («2 — ai) ^' ^ ^' sm («2 — «t) 

Diese Ausdrücke sind in die Inhaltsformel von Uebungsaufgabe 34 einzusetzen: 

2J=r^r28in (92 — qPi) + ^i ^'3 «»« (qPj — «Pi) + n n »tw (qpi — qps). 
Man eriiftlt für: rir2 5in(g)2 — qpi) z. B.: 

n f2 sin (qf^ — qpi) = ri rj 5m gpj cos (jßi — r^ r^ C05 92 ä*** 91 = 

(P3 coggj — PiC(>$az){p2Sinai — ptSinat)^(p2COSai—'PiCOSa2)(piSinai --piSina^) 

sin («i — «3) (sin a^ — «2) 

_ . p, [Pi «♦» («s — «2) +i>2 «*« («i — «j) +l>s »w («J — «i)] 
"""^ »in («1 — «,) (5tn «j — ffj) 

Analog wird r2 r, «m (g)3 — 92): 

Pi [pt sin («, — «,) 4-l?2 5W («i — «s) +1>» Ä«» («2 — «i)] 

"^ 5i« («2 — «1) sin (tti — a3)| 

ebenso r» ri «i» (gp^ — q)^): 

Pi \Pi sin («5 — «2) 4-P2 5i« («i — «s) +i?3 ««w («2 — «i)] 

' 5in (oTj — «2) sin («2 — «2) 

Wenn man daher die drei Posten addiert, nachdem man sie auf gleiche Benennung 
gebracht hat, so erhält man: 

_ [(Pt sin («3 — az) +P2 sin («i — «3) +Pt sin (a, — aO]' 

sin («3 — a2) sin («2 — «i) «*w («i — «») 
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8). Anwendung der Gleichung der Geraden auf planimetrische 

Lehrsätze und geometrische Oerter. 

Anmerkung 27. Die im bisherigen entwickelten Gleichungen und Ausdrücke fOr die 
gerade Linie, die Strecke zwischen zwei Paukten, die Winkel zwischen zwei Geraden, 
die Entfernung eines Punktes von einer Geraden, für Normalen und Parallelen zu einer 
Geraden, für Halbierungsgeraden von Winkeln und Geraden, welche durch den Schnitt- 
punkt anderer gehen, den Inhalt eines Dreiecks u. s. w., erlauben die Lösung zahlreicher 
planimetrischer Aufgaben, welche mit geometrischer Analysis verhältnismässig schwieriger 
zu behandeln sind. Insbesondere gehören hierzu geometrische Oerter und Beweise von 
Lehrsätzen, bei welchen mehrere Geraden durch einen Punkt gehen sollen. Im Folgenden 
sollen Beispiele hierfür gegeben werden. 

üebangsaalgabe 91. Von einem Dreieck ist eine Seite nach Lage und Grösse gegeben, 
ausserdem die Differenz der Quadrate der beiden andern Seiten. Einen geometrischen 
Ort für die Spitze zu suchen. 

AullÖBting. Man wähle die gegebene 
Seite J.J? als Xachse, ihre Mitte als Ur- 
sprung, und es sei ^J? = 2 a, also BO = 
OA = a. Dann sind -f- a, bezw. — a, 
die Koordinaten von Ä bezw. B. Die Ko- 
ordinaten der Spitze P seien x, y; ferner sei 

AP'' — ^P^ = d\ 
Nun ist nach Aufgabe 10: 

Bl'' = {x — ay + y\ 

FB^ = {x-{-ay-i'y\ 
daher: 

[(x-ay + y']-^[ix + ay + y'] = d' 
oder: 




oder: 



— 4 a a; = ei', 
d^ 






4a' 



d^ 
d. h.: der geometrische Ort für P ist eine Parallele zur Tachse, im Abstand — ^ 

vom Ursprung. 

Anmerkung 28. Der in voriger Uebungsaufgabe entwickelte Satz lautet: Der geo- 
metrische Ort für die Spitze eines Dreiecks von gegebener Grundlinie und gegebener 
Differenz der Quadrate der beiden andern Seiten ist eine Senkrechte zur Grundlinie. 



uebungsaufgabe 92. Die Schenkel eines Winkels werden durch eine Reihe von 
Parallelen geschnitten. Das zwischen den Schenkeln liegende Stück jeder Parallelen ist 
in demselben Verhältnis geteilt. Was ist der geometrische Ort für den Teilpunkt? 

Auflösung. Die Schenkel OX, OT seien die schiefen Achsen. Eine der Parallelen 
sei ^^ und P der Teilpunkt auf ihr, das Verhältnis PÄiPB sei = X, die Koordi- 
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naten Yon P seien z und ^, die Gleichung 
von AB kann in der Form — f- f- — 1 = 

geschrieben werden (siehe Erörterung 9). 
Soll AB sich parallel bleiben, so mnss das 
Verhältnis der Achsenabschnitte a, b (siehe 

Erörterung 9) konstant sein , also -?- = *'*• 

Die Koordinaten von Ä sind a, 0; die von 
B: 0, h. Daher sind nach Aufgabe 12 die 
Koordinaten von P: 



X = - 



oder: 



g + A.O 

~1+A 



0-I-X.& 



a 



■^=i+r y = 







Durch Division erhält man — = — ^, aber -^ = m, folglich: 

— == — , oder Xx — my = 0. 

Dies ist die Gleichung einer durch den Ursprung gehenden Geraden (siehe Erör- 
terung 10). Man erhält somit den Satz: 

Anmerkung 29. Alle Punkte, welche eine Schar paralleler Strecken zwischen den 
Schenkeln eines gegebenen Winkels nach gegebenem Verhältnis teilen, liegen auf einer 
durch den Scheitel gehenden festen Geraden. 



üebangsanfgabe 03. Gegeben sind eine bestimmte Anzahl von Strecken nach Lage 
and Grösse. Gesucht ein Punkt von der Eigenschaft, dass die Summe der Inhalte sämt- 
licher Dreiecke, deren Grundlinien die Strecken sind, und deren Spitze der gesuchte Punkt 
ist, einer gegebenen Grösse gleich ist 

AnfloBung. Die Koordinaten des gesuchten Punktes seien x^ y, die Längen der gege- 
benen Strecken 0^,02,0,..., die Gleichungen der Geraden, auf denen die Strecken 
liegen , seien x cos a^ -f- y sin a^ — jjj = 0, x cos «j + y sin a^ — i>2 = ^ ^^c- Dai^n ßii^d 
die vom gesuchten Punkt auf die Strecken gefällten Lote nach Aufgabe 20 x cos a^ -}- 
ysinui — Pj, x cos (x^ -^ y sin a^ Pj» xcosa^-^y sin a, p, etc. Der doppelte Inhalt eines 
Dreiecks ist aber (siehe Klcycr-Scichs^ Lehrb. der Planimetrie) gleich dem Bechteck aus 
Grundlinie und Höhe. Daher ist: 

tti {xcosai -^ysinat — i?t)+^2 (a; co» «2 + y ^wi «2 — Pi) + • • • = 2 Ä, 
wenn S die gegebene Summe aller Dreiecksinhalte ist; oder wenn man 

mit Eacosa die Summe aiCosa%^-\-a^cosa2'-\-a^cosa^-^ . . . 
„ Zasina ri » ^i **♦* «1 + ^j **** «i + a, «in «3 + . . . 

X Sacosa-\-y Sa sin a — (raj? + 2fi') = 0. 
Dies ist die Gleichung einer Geraden, man erhält also den Lehrsatz: 



bezeichnet: 



Anmerkung. Der geometrische Ort fttr die gemeinsame Spitze aller Dreiecke yon 
gegebenen Grundlinien und gegebener Summe der Inhalte ist eine Gerade. 



76 



Analytische Geometrie der Ebene. 



üebangBaalgabe 94. Eine bewegliche Gerade schneidet die Schenkel eines Winkels 
XOT (Fig. 22) so, dass die Samme der Abschnitte OÄ and OB konstant = 2« ist. 
In den Schnittpankten Ä nnd B sind auf den Schenkeln Lote errichtet Den geome- 
trischen Ort für den Schnittponkt der Lote za bestimmen. 



AufiÖBUiig. Die Schenkel des Winkels 
seien Koordinatenachsen; die schiefen Ko- 
ordinaten von P seien OQ = x, OÄ = y. 
Die Abschnitte OÄ und OB seien a nnd 6, 
der Achsenwinkel = oo, so ist nach Aufgabe 5 : 

OÄ = x-^ycosm 

OB = y-^-xcoscj. 

Ferner ist nach den Bedingungen der Auf- 
gabe: 0Ä'^0B = 28, daher: 

oder: 

(x-[-y)(l + C05<») = 2« 
oder: 

28 8 

x-\-y = 3— i = 



Figur 22. 



008 



« <n 




Dies ist die Gleichung einer Geraden, welche die Achsen in gleicher Entfernung 
vom Ursprung schneidet. Man erhält also den Satz: 



cos 



2l 



Anmerkung 31. Wenn man auf den Schenkeln eines Winkels Lote errichtet, deren 
Abstände vom Scheitel eine gegebene Sumnäe haben, so ist der geometrische Ort für den 
Schnittpunkt der Lote eine auf der Halbierungsgeraden des Winkels senkrechte Gerade. 

Anmerkung 32. Wäre statt der Summe der Abschnitte 0Ä-{'0S = 28 ihre Diffe- 
renz OÄ — OB = 2d gegeben, so wäre die Gleichung des geometrischen Orts fnr -P: 
a:-[-yc(W<ö — y — xco8(o2d oder: 

x(l — cMoo) — y(l — cos(o) = 2d oder x — y = — 



8in' 



oo 



also ebenfalls eine Gerade, welche aber auf der Halbierungsgeraden des Nebenwinkels 
senkrecht steht. 



üebongsaalgabe 96. Bewegt sich die Gerade AB der üebungsaufgabe 94 sich selbst 
parallel, so soll der geometrische Ort für P gefunden werden. 

AnflÖBong. Es ist wieder 0-4 = ir-|-ycosa}, 05 = y + fl?cosQ}; femer OÄiOB 
konstant = A, folglich die Gleichung des geomeitrischen Orta für P: 



oder: 



y-j[-xcos(D 



a? (1 — X cos od) — y (X — - cos <») = 0. 

Dies ist ebenfalls die Gleichung einer Geraden, welche, da kein Absolutglied vorhanden 
ist, durch die Spitze des Winkek geht, man hat also den Lehrsatz: 

Anmerkung 33. Wenn in einem Viereck das Verhältnis zweier Seiten und ihr Zwischen- 
winkel gegeben ist, und die beiden Winkel an den Endpunkten jener Seiten rechte 
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Winkel sind, so ist der geometrische Ort für die vierte Ecke eine feste, durch den 
Scheitel des ersten Winkels gehende Gerade. 




üebmigBaafgabe 96. Zwischen den Schenkeln eines Winkels bewegt sich eine Strecke 
so, dass sie stets von einer festen Geraden in bestimmtem Verhältnis geteilt wird. In 
den Endpunkten sind aaf den Schenkeln des Winkels Lote errichtet. Den geometrischen 
Ort für den Schnittpunkt der Lote zn bestimmen. 

AnflöBimg. Die Schenkel des Winkels seien die Koordinatenachsen; OA = a, OB:=h 
die Abschnitte auf den Schenkeln, AP nnd BP die Lote, x, y die Koordinaten von P. 
Das Teilangsverhältnis ACiBC, nach wel- 
chem AB von der festen Geraden LM ge- Figar 28. 
teilt wird, sei X. 

Die Gleichung von LM sei: 

a ' b 

Die Koordinaten von A sind nach Uebungs- 
aufgabe 94: 

X -{-y cos oj, 0, 
die von B: 

Oy y-\-x cos w. 

Daher sind nach Aufgabe 12 die Koor- ; 

dinaten von C: \ \ 

i+;i ' i+l '^ 

Diese Werte in die Gleichung von LM eingesetzt geben: 

X'-\'ycos(X) _, X(p-\^xcosG)) 

a(l + ^) +" 6(i+I) 1-^ 

b{x-\'yco8(o)-{'aX{y-{-xco8(D) — ab{l-\'X) =^0 

x(b-\-akco8 (d) y ( g X -f- 5 egg qj) 

abil-fX) ' ab{l+X) — ^ — 0- 

Dies ist die Gleichung einer Geraden. Man erhält daher den Satz: 

Anmerkmig 34. Bewegt sich eine Gerade so, dass das zwischen den Schenkeln eines 
gegebenen Winkels liegende Stück von ihr stets von einer festen Geraden nach bestimm- 
tem Verhältnis geteilt wird, so liegt der Schnittpunkt der Lote, welche auf den Schenkeln 
des gegebenen Winkels in ihren Schnittpunkten mit der beweglichen Geraden errichtet 
werden, auf einer Geraden. 



oder: 
oder: 



UebnngBaiifgabe 97. Von einem beweglichen Punkt sind auf die Schenkel eines 
festen Winkels Lote gefällt. Der bewegliche Punkt durchläuft eine feste Gerade. Den 
geometrischen Ort für die Mitte der Strecke zu finden, welche die Fusspunkte der Lote 
verbindet 

AofloBiuig. Die Gleichung der festen Geraden LM sei: Ax-{- By '-\- C=^0; o?, y 
die schiefen Koordinaten von P, bezogen auf das System der Achsen OX und OY. 
Dann ist nach Uebungsaufgabe 94: 0A = x-\-ycosii), OB = y-^-xcosio^ also 
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die Koordinaten von ul: x-{'i/cos(o, 0: 

„ „ „ B: 0, y+a;co5a). 

Die Koordinaten der Mitte Q von AB 
sind also nach Uebungsaufgabe 15: 

x-\-ycosa) y-ji^x cosm, 

^ = 2 ' ^ "^ ~2 ' 

also: 

xco8(o-\'y = 2i/; 
darans folgt: 

2 (§ — J? cos ö}) 



Figur 24. 



rc = 



s%n^(o 



2 (w — S cös od) 



Diese Werte in die Gleichung von LM 
eingesetzt, geben: 




2 j 2 J5 



8in*(o 



s%n*(o 



oder: 



Dies ist die Gleichung einer Geraden; man erhält daher den Satz: 

Anmerkung 35. Fällt man von irgend einem Punkte einer festen Geraden auf die 
Schenkel eines festen Winkels Lote, so ist der geometrische Ort fttr die Mitte der Ver- 
bindungsstrecke der Fusspunkte dieser Lote eine Gerade. 



üebangsanlgabe 08. Eine bewegliche Gerade bleibt stets einer Seite eines Dreiecks 
parallel und schneidet die beiden andern Seiten. Jeder Schnittpunkt ist mit der Gegen- 
ecke verbunden. Den geometrischen Ort für den Schnitt der Yerbindungsgeraden zu 
bestimmen. 

AnflÖBong. Es seien die geschnittenen 
Dreiecksseiten OX und OT zu Achsen ge- 
wählt, die Seiten OA und OB des Dreiecks 
mit a und 5, die Abschnitte OA^ und OB^, 
welche die bewegliche Gerade bildet, mit 
a^ und &( bezeichnet, dann sind 

die Koordinaten von A\ a, 0, 

»» V it All a^, 0, 

n w 11 -o: u, o, 

n r, „ J?i: 0, h^. 

Die Gleichung von AiB ist dann nach 
Erörterung 9: 






1; 



die Gleichung von AB^: 



-? +-^ =1 




Soll aber AiBi \\AB sein, so muss OA: OB = OA^ : OBx sein, also: 

Ol : &i = a : & oder ai = ^ a, 6i =: X 6; daher: 
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X 



y 



Gleichung von A^ B : y- + ^—1 = 0, 

T» n ABl'. 



J+-/^-. = o, 



Xb 



daher: 






bX 



iy- }}) ^'■-v """"^ T v^ "^ t; =^ '' """"^ ^ = T+x 

Durch Division beider Gleichungen erhält man: 

X a 

— = -T-, oder bx — ay = 0. 

Dies ist die Gleichung einer durch den Ursprung gehenden Geraden. Man erh&lt 
daher den Satz: 

Anmerknng 36. Bewegt sich eine Gerade parallel mit einer Dreiecksseite und ver- 
bindet man jeden ihrer Schnittpunkte mit einer der andern Dreiecksseiten mit der 
gegenüberliegenden Ecke, so liegt der Schnittpunkt dieser Yerbindnngsgeraden auf einer 
festen durch die Gegenecke der ersten Seite gehenden Geraden. 



üebungsaalgabe 99. Gegeben sind: Eine 
feste Gerade LM, ein fester Punkt auf 
ihr und zwei andere feste Punkte A^ B, 
deren Yerbindnngsstrecke parallel LM ist 
Durch A und B werden zwei Geraden ge- 
zogen, welche die Xüf in A^ und B^ so 
schneiden, dass das Verhältnis OA^ : OJ?^ 
konstant ist. Den geometrischen Ort fttr 
den Schnittpunkt dieser Geraden zu suchen. 

AnfioBung. Der feste Punkt auf LM 
werde zum Ursprung, die Gerade LM bIs 
Zachse gewählt. Die Koordinaten von A 
und B sind dann: a, 6; a^, &. Die Koor- 
dinaten von P seien x und y, dann ist in 
laufenden Koordinaten |, rj die Gleichung von: 

PA: ^(y—h)--n(x-a)+bx--ay = 0, 

die Gleichung von PB: 

H^ — ^) — ^(^--öi) + ^^ — «ly = 0• 
Die Abschnitte OA^ und 0J?| auf der Xachse erhält man, wenn man 17 = setzt, also: 




0A,= 



ay — hx 



0B,= 



ct^y — hx 



y-b ' ^-^«- y-5 
Soll non das Verhältnis OA^ : OBi=k sein, so ist: 

— ^^^^ — = X oder: 
üiy --bx 

ay — bx^zXaiy — Xbx oder: 

fea:(l — X) — y(a — XaO = 0. 

Dies ist die Gleichung einer durch den Ursprung gehenden Geraden. Man erhält 
daher den Satz: 
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Anmerkung 37. Wählt man auf einer festen Geraden zwei Punkte so, dass ihre 
Abstände von einem festen Punkte der Geraden ein konstantes Verhältnis haben und 
verbindet sie mit den Endpunkten einer festen zur gegebenen Geraden parallelen Strecke, 
so liegt der Schnittpunkt dieser Yerbindungsgeraden auf einer durch den festen Punkt 
gehenden Geraden. 



üebungsaufgabe 100. Zwei Strecken von konstanter Länge sind parallel, die eine 
ist fest, die andere bewegt sich auf einer Geraden. Den Ort der Durchschnittspunkte 
der Geraden zu finden, welche die Endpunkte der Strecken verbinden. 



AnflöBong. Die feste Gerade X üf werde 
als Xachse gewählt. Die Koordinaten von Ä 
sind: a, b, die von B: ai, h. Die von P: 
Xy y. Dann ist wie in Uebungsaufgabe 99: 

OÄ, = !?y^^^ OB, = a^^x 

Da Äi Bi konstant = 7, so ist: 

(a y — b x) — (ai y --b x) = l(y^b) 

oder: 

y (a — «i — ?) + 6 ? = 
oder: 



Figur 27. 



y = 



bl 



= konstant, 



d. h. der geometrische Ort für P ist eine 
Parallele zu LM\ dies ergiebt den Satz: 




M 



A. 



Bx 



Anmerkung 38. Verbindet man zwei bewegliche Paukte einer festen Geraden, deren 
Abstand konstant ist, mit den Endpunkten einer zur festen Geraden parallelen festen 
Strecke, so ist der geometrische Ort für den Schnittpunkt der Verbindungsgeraden eine 
Parallele zur festen Geraden. 



üebongsaulgabe 101. Die Schenkel eines festen Winkels werden von zwei beweglichen, 
durch einen festen Punkt gehenden Geraden geschnitten. Den geometrischen Ort für 
den Schnittpunkt derjenigen Geraden zu bestimmen, welche die Schnittpunkte der beweg- 
lichen Geraden mit den Schenkeln des Winkels untereinander verbinden. 



AafiÖBnng. Die Schenkel des festen 
Winkels XOY seien die Koordinatenachsen. 
Die Koordinaten des festen Punktes A 
seien x^^ y,. 

Die Gleichungen der beweglichen Geraden 
seien: 



Figur 28. 



X 



X 



y 



+ -?--l = und — + ^^ — 1 = 0. 
ai Ol a^ Oj 

Sollen diese Geraden einander im Punkte 
Xi yi schneiden, so muss sein: 

Die Schnittpunkte der beweglichen Ge- 
raden mit den Schenkeln des Winkels haben 
die Koordinaten: 

3f:ai, 0; R:0, \\ Q:a2, 0; ^:0, &,. 




>: 



Pireisgekrönt in Frankfurt a. IL 1881. 



Der ansffihrliche Prospekt und das ausführliche In- 

haltsyerzeichnis der ^^vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten and gat brochiert, um den sofortigen ond dauern- 
den Gtebranch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
ond Erklftrongen am Schlosse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden« 

4). Monatlich erscheinen 8 — 4 Hefte zn dem Abonnementspreiae von 25Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenlblge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsverzeich- 
nis ist, wie aus dem Prospekt ersiohtUoh, ohne Jede Bedeutung fttr 
die Interessenten. 

6). Das Werk enthält Allet, was sich Überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Kegeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktiachee Lehrbuch ffir Schüler aUer Schulen, daa 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, daa vorsüglichate Lehrbuch 
mm Selbststudium, das vortrefflichste Nachsohlagebuoh fOr Fachleute und 

Techniker jeder Art. 

» 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollstindige 

Inhaltsyerzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjihriich erscheinen Nachträge Ober die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Drnck von Carl Kammer in Stuttgart. 
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Btndliun, zor Fortkülfla bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
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Dr. Adolph HJeyer^ 
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Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



önt. in Frankfurt a. M. 1881. 



PROSPEKT. 



DieaeB Werk, welchem kein ähnliehes zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften kq dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlang der wichtig- 
sten and praktischsten Aufgaben ans dem 0esamtgeblete der Mathematik, Phjslky 
Mechanik, math« Geographie, Astronomie, des Maschinen«, Strassen-, Eisenbahn-, 
BrOcken- nnd Hochbaues, des konstrnktiren Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollstlndig 
gelöster Form, mit yielen Figaren, Erklärungen nebst Angabe und Entwiekelnng der 
benutiten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch mUe 
Teile der reinen und angewandten Mathei^atik — nach besonderen selbst&ndigeu Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
Überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benatzt 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kf^pitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde ErklärungoL über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen L und II. Ordn«, gl^eh- 
berechtlgten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schullehrer« Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschnleii, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitnngsschnlen aller Arten, gewerbliehe 
Fortbildungsschulen, Akademien, ünivorsitäten, Land- nnd Forstwissenschaftsschnlen, 
Militärschulen, Yorbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B, für das Eiijährig- Frei- 
willige- und O^ziers-Examen etc. 

Die Schiller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese. Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftigeStütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten« Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militfirs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrlschnng der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bernfs- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen nnd 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschvngen geben. 
Alle Bachhandlangen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kl eye r, Frankfurt a.M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigunjt 
thunlichst berücksichtigt. 

Stattgart. Die Yerlagshandlung. 



Anwendung der Gleichung der Geraden auf planimetr. Lehrsätze n. geometr. Oerter. 81 
Daher ist nach Erörterung 9 die Gleichung von 

Aus den beiden oberen Gleichungen ergiebt sich durch Subtraktion: 

Aus den beiden Gleichungen für MN und QR ergiebt sich: 

Durch Division dieser letzten Gleichungen erhält man: 



«i «t 



Diese Gleichung, kombiniert mit: 

giebt: 

^ ^i + y ^i = 0. 

Der geometrische Ort für o;, ^ ist also eine durch den Ursprung gehende Gerade; 
man erhält daher den Satz: 

Anmerkung 39. Schneidet man die Schenkel eines festen Winkels durch ein Paar voll 
Geraden, deren Schnittpunkt fest ist, und verbindet die Schnittpunkte dieses Geradenpaars 
anf den Schenkeln des Winkels untereinander, so liegt der Schnittpunkt dieses Paars von 
Verbindnngsgeraden auf einer festen durch den Scheitel des Winkels gehenden Geraden. 



üebnngaaolgabe 102. Ein bewegliches Vieleck verändert Lage und Gestalt in der 
Weise, dass jede Ecke mit Ausnahme der letzten je auf einer festen Geraden sich 
bewegt, und dass jede Seite durch einen festen Punkt geht. Die festen Punkte liegen 
s&mtüch auf einer Geraden. Was ist der geometrische Ort fttr die letzte Ecke? 

Aofiösnng. Man wähle die Gerade, auf welcher die festen Punkte liegen, zur Ab- 
scissenachse, die Absdssen der festen Punkte 1, 2, 3, .... n seien a^ a2, a, . . . . a^. 
Die Koordinaten der Ecken I, II, III, .... (n — 1), («) seien: 

^l, yi; ^2, yi\ Xi, ya; • . . • ^n-l» Vn^U ^n» Vn- 

Da die Seite n I, auf welcher die Ecken (n) und I liegen, durch Punkt 1, die Seite I II, 
auf welcher die Ecken I und II liegen, durch Punkt 2 u. s. w. gehen, so ist: 
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«n "^ K ^ ' öl "*" hi 

Aus je zwei nebeneinanderstehenden dieser Gleichungen lassen sich die Koordinaten 
der Ecken darch die unbekannten Grössen 5t, &} . . . . b^^ ausdrücken, nämlich: 



x^ 



\ ^2 ^3 / \ «2 ^3 aili )^ \a2 Ö3 / \ ß2 5| «3 ^2 / 

,•..••••••••••••.•, 

• • » 

y^ ,= M ^J_V/ 1 i._V 






Nun sollen die n — 1 ersten Ecken auf den gegebenen Geraden i^i, X2, L^ etc. liegen, 
also müssen die Gleichungen der letzteren, nämlich: 

«i pi «2 \}i a«_i p„-i 

erfüllt werden, wenn man statt der laufenden Koordinaten diejenigen der betreffenden 
Ecke einsetzt, also z. B.: 



ebenso : 



«l \ 5i ^2 / Pl \ öl ^2/ «l ^2 «2 5i * 

«2 \ ^2 ^3 / P2 \ 02 «3 / öfo hl «3 ^2 ' 



Die erste dieser Gleichungen ist für - - und - -, die zweite für - - und -7- u. s. w. 

hl ^2 ^2 h 

vom ersten Grade, man erhält: 

^1 \a^i «i / ^2 \ Ol «i / /?i \ ai a2 / 

h \ «3 «2 / 2^3 \ «2 «2 / P2 \ «2 O3 / 

u. s. w. schliesslich: 



Mit Hilfe des letzten Systems von Gleichungen lässt sich nun -, - in -,- , - in , 
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Q. s. w., endlich 



r; in — - linear ausdrücken, somit auch -,— in - 



Als Resultat 



n 



dieser Operation wird man eine Gleichung erhalten von der Form: 

wo Ä und JB bekannte Grössen enthalten. 
Nun lassen sich aber aus den oben berechneten Werten von a;,, und y,, die Grössen 

- und -^— ausrechnen, nämlich: 



&i 






Diese Werte, in die vorhin angefahrte Schlussgleichung eingesetzt, geben: 



oder: 






Oft / 



Dies ist eine Gleichung ersten Grads für x^ und y^^ woraus folgt, dass der geometrische 
Ort für die letzte Ecke eine Gerade ist. Also: 

Anmerkung 40. Drehen sich die Seiten eines Polygons um feste Punkte, und bewegen 
sich sämtliche Ecken mit Ausnahme der letzten auf festen Geraden, so bewegt sich auch 
die letzte Ecke auf einer festen Geraden, vorausgesetzt, dass die festen Punkte sämtlich 
in gerader Linie liegen. 



üebangsaiilgabe 103. Es fragt sich, ob in Uebungsaufgabe 102 die letzte Ecke 
nicht auch unter einer andern Bedingung eine feste Gerade durchläuft, als unter der, 
dass die festen Pnnkte, um welche sich die Seiten drehen, in gerader Linie liegen. 
Dies soll zunächst für ein Dreieck untersucht werden. Die Seiten eines Dreiecks drehen 
sich um feste Pnnkte, zwei der Eckpunkte durchlaufen feste Geraden. Wie müssen die 
festen Punkte liegen, damit auch die dritte Ecke eine Gerade durchläuft? 



AuilöBong. Die Ecken B und C des 
beweglichen Dreiecks ABC durchlaufen die 
Geraden L^ und Xj, welche als Koordinaten- 
achsen gewählt werden sollen. Die Seiten 
AB, AC, BC drehen sich um die Punkte 

-^IJ •* 2» P- 

Die Entfernungen OB und OC der Ecken 
B und C vom Ursprung seien a und b. Die 
Koordinaten der Punkte P|, P^, P seien: 
X„ r,, Zji ^2» ^> ^? clie Koordinaten der 
Ecke A seien x, y. Die Gleichung von BC 
ist nach Erörterung 39): 



Figur 29. 



X 



y _ 



da diese Seite durch P geht, so ist auch: 

- + T = ^- 
a h 

Ersetzt man in Gleichung 2 von Erörterung 8 die Grössen Xi und pi durch Xi und Y[ 
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bezw. X2 und Fj, die Grössen Xj und p^ <iurch a und 0, bezw. und 6, so erhält man 
die Gleichungen der Seiten AB und ÄC^ nämlich: 

xY,-^jf(X,-a)= ar„ woraus a^-- ^"^'^ , 

x{Y^^b)^pX.= -Xjfe, woraus 6= ^ Y2 ~J^» y 

ic — Xj 
Setzt man diese Werte von a und 5 in die obige Gleichung ein, so erhält man: 

X(r,~y) Y jx^X,) ^ 
xY,^X^ij'^xY,^X,y 

Diese Gleichung ist für x und y vom zweiten Grade, d. h. der geometrische Ort der 
dritten Ecke ist im allgemeinen eine Kurve zweiten Grades. Die Gleichung reduziert 
sich aber auf den ersten Grad, d. h. der fragliche geometrische Ort wird eine Gerade, 
wenn die beiden Nenner in der Gleichung sich nur durch einen konstanten Faktor 
unterscheiden, d. h. wenn: 

o; Tt — Xj y = m (a? r, — Xj y), oder: 

x(Y,^fnY^) = p(X,--mX^) 

ist für jedes beliebige Wertepaar von x und p. Hiezu ist aber nötig, dass: 

r, — m r, = und X^ — w X, = 0, oder: 

YiZzzmYz; X^ = m X,, oder: 

* 

D. h. die Punkte Pi und P) müssen auf einer durch den Koordinatenurspnmg gehenden 
Geraden liegen. Dann wird die Gleichung des geometrischen Orts: 

XJ Tt— y) _^y(^_x2)r=a;r, — X2y, oder: 

X (r^ -;- y) -}- w F (a? — Xj) = mxYi — mX^p, oder: 
wjt?(r— r,) — y(X — mXi)+Xri— inX2r=0, 
also die Gleichung einer Geraden. Man erhält also den Satz: 

Anxnerkmig 41. Bewegen sich zwei Ecken eines Dreiecks auf festen Geraden und 
drehen sich ihre Gegenseiten um feste Funkte, die mit dem Schnittpunkt der festen 
Geraden in gerader Linie liegen, dreht sich ausserdem die dritte Seite um einen be- 
liebigen festen Punkt, so durchläuft die dritte Ecke eine feste Gerade. 



üebangsanfgabe 104. Eine sich stets parallel bleibende Gerade schneidet die Schenkel 
eines Winkels, die Schnittpunkte werden mit zwei festen Punkten verbunden, deren Ver- 
bindungsstrecke parallel der Richtung der beweglichen Geraden ist. Den geometrischen 
Ort für den Schnittpunkt der Yerbindungsgeraden zu suchen. 

AnllÖBimg. Die Schenkel des gegebenen Winkels seien die Koordinatenachsen, di& 
Koordinaten der festen Punkte seien x^, y^\ ^2^3- ^^^ Yerbindungsgerade von x^ y^ 
mit X2 yi schneidet die Achsen in a und &, so ist: 

•"'- + -^'- = 1 und 

Wenn nun die bewegliche Gerade die Achsen in a^ und 5^ schneidet nnd parallel 
jener Yerbindangsgeraden sein soll, so mnss a^^ma, l>^■=mh sein, also hat man: 
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a 



'1 
x% 



- + y-= — oder: hx.-^-a.y.^ 



+ 4^ = —-, oder: &i a?, + «1 Vi = 



m 



Die Yerbindungsgerade des Punktes x^^ y^ mit »t, hat die Gleichung (siehe Erkl. 8): 

a?yi — y (a?i — ai) ^ Ot yi = 0. 
Die Yerbindangsgerade des Punktes x^^ y^ mit 0, hi hat die Gleichung: 

Aas diesen beiden Gleichungen folgt: 



rc = rr 



= y 



^^1^2 + ^1 ^2 — ai2>l 



Die früheren Gleichungen für a-,, y^; or,, ^3 zeigen, dass die Nenner der beiden Aus- 
drücke für x und y einander gleich sind, ebenso die Zähler; daher erhält man durch 
Division: ^ ^ 

y = y- oder xy.—x^y = 0. 

Dies ist die Gleichung einer Geraden, welche durch den Eoordinatenursprung geht, 
man erhält also folgenden Satz: 

Anmerkiing 42. Werden zwei Selten eines Dreiecks von einer beweglichen Geraden 
geschnitten, die parallel zur dritten Seite ist, und man verbindet die Schnittpunkte mit 
zwei festen Punkten der dritten Seite, so ist der geometrische Ort für den Schnittpunkt 
dieser Yerbindungsgeraden eine durch die Gegenecke der dritten Seite gehende feste 
Gerade. 



üebimgsaofgabe 105. Durch zwei feste Punkte auf den Schenkeln eines Winkels 
sind Geraden so gezogen, dass die zwischen letzteren liegenden Abschnitte der Schenkel 
einander gleich sind. Den geometrischen Ort für den Schnittpunkt dieser Geraden zu 
bestimmen. 



AnllöBimg. Es seien die Schenkel OX 
und OY des gegebenen Winkels (Fig. 30) 
zu Koordinatenachsen gewählt; P^ und P2 
die festen Punkte, OP^ = a, OP^ = l. Die 
Koordinaten des Schnittpunktes P seien x^ y. 
Es sei nun das willkürliche Stück P^A = 
P^B=:d, so\stOB=h — d, OAz^a-^-d 
daher ist nach Erörterung 9 die Gleichung 
von PB: ~ 



Figur 30. 



X 

a 



+ 



y 



l — d 
die Gleichung von AP\ 



= 1; 




Aus diesen beiden Gleichungen muss d 
elimioiert werden, so erhält man die Gleichung des geometrischen Orts für P. Es ist: 

hx — dx-^-ay^^ah — ad, 

hx-^-ay-^-dy -^-ah-^-hd. 
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Darch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten erhält man: 

d(x-\-y) =z d(a-\-b) oder: 



x-{-jf = a-^h oder : 



X 



+-„r-.-i=o. 



a + 6 ' a-\-b 

Der gesuchte geometrische Ort ist also eine Gerade, welche von den Schenkeb gleiche 
Stucke in der Grösse a-^b abschneidet. Also: 

Anmerkung 43. Trägt man von zwei festen Punkten auf den Schenkeln eines Winkels 
gleiche Stücke nach entgegengesetzten Richtungen auf den Schenkeln ab und verbindet 
ihre Endpunkte, so ist der geometrische Ort für den Schnittpunkt der Yerbindungs- 
geraden eine Gerade, welche auf jedem Schenkel Abschnitte bildet, gleich der Summe 
der Entfernungen der festen Punkte vom Scheitel. 



üebangsanfgabe 106. Den geometrischen Ort für die Mitten aller Rechtecke zo 
tinden, welche in ein Dreieck so einbeschrieben werden können, dass eine Rechteckseite 
in eine Dreieckseite fällt 

Aoflöanng. Man wähle die Seite BC 
(Fig. 31), auf welcher die Rechteckseite EF 
liegt, zur Xachse, die zugehörige Höhe ÄH 
zur rachse, und es sei ÄH = h, HC = jp, 
HB = q ; und zwar haben p und q ver- 
schiedenes Vorzeichen, wenn sie auf ver- 
schiedenen Seiten der Höhe liegen. Dann 
ist BC :=p — q. Ist nun M die Mitte des 
Rechtecks und sind x, y 6i^ Koordinaten 
von M, so sind die Rechteckseiten JDE und 
ÖF je = 2y. Femerist: HF^HE = 2x, 
wobei HE negativ zu rechnen ist, wenn E 
und F durch H getrennt werden. Nun ist 
nach den bekannten Sätzen über ähnliche 
Dreiecke (siehe Kleyer-Sacks, Lehrbuch der 
Planimetrie): 

DQ'.BC= ATciAH oder: 
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2x:p'-q = h — 2y:h, also: 
2 hx = {p — q) h — 2 1/ (p — q) oder: 

p — q h 



p-q 



Der gesuchte geometrische Ort ist also eine Gerade, welche durch den Punkt — -^ 

der Xachse, d. h. durch die Mitte von B C, und durch den Punkt ^ der Tachse, d. h. 

durch die Mitte der Höhe geht. Also: 

Anmerkung 44. Der geometrische Ort für die Mitten aller Rechtecke, welche in 
ein Dreieck so einbeschrieben werden, dass eine Rechteckseite in die Grundlinie des 
Dreiecks fällt, ist die Verbindungsgerade der Mitte der Grundlinie mit der Mitte der 
zugehörigen Höhe. 



üebnngBanfgabe 107. Um einen festen Punkt der Grundlinie eines Dreiecks dreht 
sich eine Gerade, welche die beiden andern Seiten schneidet Jeder Schnittpunkt ist 
mit der Gegenecke des Dreiecks verbunden, den geometrischen Ort des Schnittpunktes 
der Verbindungsgeraden zu bestimmen. 
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Anllosnng. Die Grondlinie des Dreiecks 
sei Zachse, der feste P|lnkt auf ihr sei 
Ursprung. Die Abscissen der Ecken B und C 
seien x^ und ^r,, die Koordinaten der Spitze A: 
j?p y,. Dann sind nach Erörterung 8 die 
Gleichungen von AB und AC: 

AB:xy^ — y{x^'-'X^) — X2y^ =0, 
ACixyi — y{x^—x^) — x^y^ =0. 

Die Gleichung der beweglichen Geraden, 
welche durch den Koordinatenursprung geht, 
ist nach Erörterung 10: 

y r= war. 

Daher sind nach Aufgabe 19 die Koordi- 
naten der Schnittpunkte M und ^: 




2I\ X = 



N: X = 



^2^1 

y^ — w (a?i — ir,) ' 



^zUi 



y = 



y = 



m X, yt 



y^ — m (a?i — Xi) 



mx^y, 



yt—in(Xi — y^)' "" yi—fn(x^—x^)' 
Nach Erörterung 8 sind nun die Gleichungen der Yerbindungsgeraden: 

MC: X-- "^y^ -- - y { ??/i - - x\ - x, ^'^- ^^-— ,- = 0, 

yi — mix^—Xi) "^yi—w^xi — Xi) v yi — ni(xi—x^) 

NB: X ?»f3^.^ /_.__^3yi -^x,)-^x, 

yi—m(xi^x^) ^yi—mix^—x^)' v 



mx^yi _ 



yi '- m {xi — x^) 



= 0, 



oder: 



— yyi (a?2 — ^i) + fn[xx^y^—yx^ (-^i — -^j) — -^2^3^»] = Ö» 

+yyi (x2—x^)-^fn[xx^ Vi—y^i (^i — ^3) — ^2 ^3 ^i] = ö- 

Durch Elimination von m aus beiden Gleichungen erhält man den gesuchten geometri- 
schen Ort: Durch Addition beider Gleichungen hebt sich das von m freie Glied weg, 
man kann also durch m dividieren und bekommt dann: 

^yi('^2 + ^3)--y|^i(^2 4-^s) — ^ajjiCj} — 2a;,a;syi =0. 

Dies ist eine Gleichung ersten Grads für x und y, also ist der gesuchte Ort eine 
Gerade. Der linke Teil wird 0, wenn man x^, y^ statt der laufenden Koordinaten ein- 
setzt, folglich geht die fragliche Gerade durch die Spitze des Dreiecks. Also: 

Anmerkung 45. Zieht man durch einen festen Punkt einer Dreiecksseite eine Ge- 
rade, und zieht durch ihre Schnittpunkte mit den beiden andern Seiten Geraden nach 
den Gegenecken, so schneiden die letzteren einander auf einer festen, durch die Gegenecke 
der ersten Seite gehenden Geraden. 



üebungsaofgabe 108. Ein bewegliches Dreieck bleibt sich stets ähnlich. Eine Ecke 
ist fest, eine zweite durchläuft eine feste Gerade. Den geometrischen Ort für die dritte 
£cke zu bestimmen. 
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AoflöBimg. Als Ursprung des Eoordi- Figur 33. 

natensystems wähle man die feste Ecke A. 
Die Xachse sei parallel zu der festen Ge- 
laden LM. Die Koordinaten der dritten 
Ecke G seien o;, y. Die Seiten AB und 
AC seien r< und r ; ^ XAB = q}^, ^ XAC 
= <p, -^ BAC = a. Dann ist: 

x = rcasq), y =z rsinq). 

Sind nun x^ und y^ die Koordinaten von 
B, so ist y^ konstant := l^ x^ = r^ cos qpp 
y^ = Z = r^ Äi« gpp folglich: 

__J l 

* «tn<pi sin (9) — a) 

Soll das Dreieck sich stets ähnlich bleiben, 
so muss r = mr^^ sein, also: 

m l 
r = —^—z r- oder r sin (qp — a) = m Z, oder: 

rsinqi.casa — rcosqi.sina =:ml, oder: 

ycasa — xsina =^ml. 

Führt man einen Winkel ß ein, der mit a durch die Relation ^ = 900 + «, a =j9— 90» 
verknüpft ist, so wird die Gleichung: 

— xsiniß — 900) -j-y C05 (ß — 900)-— ml = 0, oder: 

xcosß-^-ysinß — wZ = 0. 

Damit ist die Gleichung des gesuchten geometrischen Orts in der Normalform dar- 
gestellt Es ist also eine Gerade, deren Abstand von der festen Ecke = m.Z ist und 
deren Normale mit AX einen Winkel = a-|-900 bildet. Also: 

Anmerkung 46. Dreht sich ein Dreieck um eine Ecke so, dass es sich stets ähnlich 
bleibt und eine zweite Ecke längs einer festen Geraden sich bewegt, so durchläuft auch 
die dritte Ecke eine feste Gerade. 



üebnngsanfgabe 109. Die Seiten eines Parallelogramms werden durch ein Paar von 
beliebigen Parallelen zu den Seiten geschnitten. Die auf je zwei benachbarten Seiten 
liegenden Schnittpunkte werden verbunden. Den geometrischen Ort far den Schnittpunkt 
der Verbindungsgeraden zu bestimmen. 



AoflÖBnng. Die Seiten AB und AC des 
Parallelogramms seien Koordinatenachsen; 
es sei 

AB = J)C = a, AD = BC = b, 

die Abschnitte auf der Parallele MN: AM=^ 
DiV= ai, die auf der Parallele PQ- AP=i 
BQ = 1^. Dann sind die Koordinaten von 

M: ttij 0; N: flt, &; 

P: 0, fei; Q: a, &i. 

Folglich ist nach Erörterung 8 die Glei- 
chung von: 



Figur 34. 
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MP: 6iic-|-aiy = aj&,, NQi x{h^'by)'\-y{a — a^)^^ah'—a^h^. 

MQ: t^a? — y(a — a,) = a^\, PN: x(h — b^) — aj^ = — a^h^, 

Aus diesen Gleichungen sind die willkürlichen Grössen a^ und h^ zu eliminieren. Die 
Addition der beiden Gleichungen von MP und NQ giebt für den Schnittpunkt S die 
Gleichung: 

bx-\^atf =^ ab oder [- -| — 1 = 0. 

Dies ist die Gleichung der Diagonale BD, da dieselbe die Xachse im Punkt B (a, 0), 
die y&chse im Punkt D (0, b) schneidet. 
Addiert man die beiden Gleichungen von MQ und PN, so erhält man: 



bx — ay = oder 



y 



a 



Dies ist die Gleichung einer Geraden, welche durch den Ursprung Ä und den Punkt 
^ (ßj ^) E^^^f ^0 ^^^ Diagonale ÄC. Also: 

Anmerkung 47. Zieht man zu den Seiten eines Parallelogramms beliebige Parallelen 
und verbindet ihre Schnittpunkte mit den Seiten untereinander, so schneiden die Yer- 
bindungsgeraden einander auf den Diagonalen des Parallelogramms. 



üebnngBaofgabe 110. Ueber einer festen Strecke als Hypotenuse ist ein rechtwink- 
liges Dreieck gezeichnet ^uf der Verlängerung einer Kathete ist ein Punkt so gewählt, 
dass das Rechteck aus der Kathete und der Summe aus der Kathete und ihrer Ter- 
längemng konstant ist. Was ist der geometrische Ort für diesen Punkt? 

Aoflösiing. Die Hypotenuse OA sei X- 
achse, Ursprung; es soll sein: 

OB.OP = p\ 
Es sei: 

OP = r, <):AOP = q}, OA = a, 

dann ist: 

OB = aeo8qi (siehe Kleyer, Lehrbuch 

der Trigonometrie); 

OP=p^:OB, also: 
rcoscp =: oder: 




a 



X=i 



a 



Der gesuchte geometrische Ort für P ist also eine feste, zur Hypotenuse senkrechte 
Gerade. 

Anmerkung 48. Errichtet man über einer festen Strecke als Hypotenuse ein be- 
liebiges rechtwinkliges Dreieck und bestimmt auf der Yerlängerung einer Kathete einen 
Punkt so, dass das Rechteck aus seiner Entfernung vom zugehörigen Endpunkt der Hy- 
potenuse und aus jener Kathete konstant ist, so ist der geometrische Ort für diesen 
Punkt eine feste Senkrechte zur Hypotenuse. 



üebungsaufgabe 111. Von einem Dreieck ist eine Seite nach Lage und Grösse, 
eine zweite der Grösse nach gegeben. Den geometrischen Ort für den Mittelpunkt eines 
Kreises zu finden, welcher die dritte Seite als Sehne fasst und die zweite Seite in ihrem 
Endpunkte berührt. 
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AnflÖBong. Man wähle die erst% Seite Figur 36. 

AB (Fig. 36), deren Länge = a sei, als 
Abscissenachse, ^ als Ursprang eines recht- 
winkligen Systems» die konstante Länge von 
A (7 sei = fe, der veränderliche Winkel BAO 
= a. Die Koordinaten des Mittelpunkts 
seien x, y. 

Der Mittelpunkt liegt nach bekannten 
geometrischen Sätzen der Ereislehre (siehe 
Crane, Das Apollonische Problem) erstens 
auf der Senkrechten zu AC durch O, zwei- 
tens auf dem Mittellot der B C, 

Die Gleichung von CO ist, da AC=^h 
ihr Lot vom Ursprung aus und cc der Nei- 
gungswinkel desselben gegen die Xachse ist: 

xcosa-^ysina=^b (siehe Erörterung 11). 

Um die Gleichung des Mittellots von BG zu bilden, stellt man zunächst nach Erör- 
terung 8 die Gleichung der Seite BC auf. Die Koordinaten von B sind: a, 0; die von 
C: bcosa, bsina; daher sind nach Uebungsaufgabe 15 die Koordinaten der Mitte von 
BC: 1/2(0-}"^^^**')» V2&5*w«. Die Gleichung von BC ist somit: 

X .b sin a -{^y (a — b cos a) — absina = 0, 
Daher ist nach Aufgabe 26 die Gleichung des Mittellots '.^ 
x{a—'bcosä) — ybsintx — (1/2 (a — b cos a)(a'^b cos a) — 1/2 bsina.b sin «) = 0; 

oder: 

ax — b{xcosa-^ysina) — (i/g a^ — 1/2 5^) = 0. 

Setzt man den Wert von xcosa-\-y sin a aus der Gleichung A hier ein, so erhält mar : 

Dies ist die Gleichung einer zur Abscissenachse senkrechten Geraden, deren Abstand vom 
a* — &« 



Ursprung — 



2a 



ist. 



Axunerktuig 49. Wenn von einem Dreieck eine Seite fest, und von einer zweiten 
Seite die Länge gegeben ist, so liegen die Mittelpunkte aller Kreise, welche die dritte 
Seite als Sehne fassen und die zweite Seite bertlhren, auf einer festen Senkrechten zur 
ersten Seite. 



üebangaanfgabe 112. Folgenden Lehrsatz zu beweisen: Wenn die Schenkel eines 
Winkels von einer Geraden so geschnitten werden, dass'die Summe der reciproken Ab- 
schnitte auf den Schenkeln konstant ist, so geht die Gerade durch einen festen Punkt 

AoIlÖBimg. Man wähle die Schenkel des Winkels zu Koordinatenachsen, so wird die 
Gleichung der beweglichen Geraden sein: 

a^ b ^' 

Da a und b die Abschnitte auf den Schenkeln sind, so muss nach den Bedingungen 
der Aufgabe sein: 

r "iT = Ä oder , = ä 

a ' b a 

Setzt man diesen Wert in der Gleichung der beweglichen Geraden ein, so wird dieselbe: 
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Diese GleicHung hat die Form: (s 2^ — ■ 1) + /l (« — ^) = 0, wo X = — 

Die bewegliche Gerade, welche durch diese Gleichung repräsentiert wird, geht daher 
nach Anmerkung 19 durch den Schnittpunkt der beiden festen Geraden sy — 1 = 
und z — y = 0, d. h. durch einen festen Punkt. 



üebnngsanfgabe 113. Folgenden Lehrsatz zu beweisen: Es sind n Punkte gegeben. 
Alle Geraden, für welche die Summe der mit beliebig gegebenen Konstanten multipli- 
zierten Lote, die man von den gegebenen Punkten auf sie fällen kann, gleich Null ist, 
gehen durch einen festen Punkt. (Dabei sind Lote, welche auf verschiedenen Seiten der 
beweglichen Geraden liegen, mit verschiedenen Vorzeichen zu versehen.) 

Aaflöstuig. Die Koordinaten der n Punkte seien x^, ^j; a?j, yj; ... x^^ y^. 
Die Gleichung der beweglichen Geraden sei in der Normalform: 

xC08a-\-y$ina — p = 0; 
ilaon sind die mit den Konstanten Ap /I3, /I3 . . , X,» multiplizierten Lote nach Aufgabe 20: 
X^(x^ cosa-j-y^sina^p), X^^(x2C08tt-\'yjSina — p), ...A« (x^cosa-^y^ Hna—p). 

Soll die Summe dieser Lote gleich Null werden, so muss sein: 
m a (X, ar^ + Xj a:, 4- . . . 4- A« x„) + 5 in a (A^ y i + A, yi + . . . A« y„) 

= (Ai+A2 + X3... + Xn)i). 
es ist also: 

cos a (A, Tj + A2 ^; -f . . . + A„ Xn) + «»» « (Ai y» + Aj^j 4- • • • + ^n yn) 



p = 



Ai H~ ^2 ~r ^ 4" • • • ~r ^ 

Wenn man diesen Wert von p in die Gleichung der Geraden einsetzt, so wird letztere: 



cos 



I ^l ^1 4" ^2 ^2 4- • • • ^» ^») ) , . I A| ^i 4- ^2 y« + • • • Am yn I ^ 



Dividiert man diese Gleichung noch durch cos a, so erhält man eine Gleichung, welche 
ähnlich der Gleichung 51) von Aufgabe 23 linear ans den Gleichungen der beiden Geraden: 

Ai ~T~ A2 "i" Aj -|- • . . A^ 

und 

^ Ai4-V4-A,+7..4-'Ar" " -^ 

zusammengesetzt ist. Die bewegliche Gerade geht also nach Anmerkung 19 durch den 
Schnittpunkt dieser beiden festen Geraden, oder durch den Punkt, dessen Koordinaten 
X und y die aus jenen Gleichungen folgenden Werte haben. . 
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9). Abgekürzte Bezeichnung der Gleichung einer Geraden. 

Erörterung 17. Für viele Untersuchungen über Figuren, die aus mehreren 
Geraden zusammengesetzt sind, ist es nicht nötig, die Gleichungen der letzteren 
umzuformen. Deshalb ist es nützlich, dieselben nicht jedesmal ausführlich anzu- 
schreiben, sondern sich eines abkürzenden Symbols dafür zu bedienen. 

Es soll in Zukunft der linke Teil der allgemeinen Gleichung einer Geraden, 
-4a;-f- JBy + C, mit CT, der linke Teil der Normalform beim rechtwinkligen System, 
xcosa-^-ysina — j), mit Ä bezeichnet werden. Entsprechend ist also: 

CT, identisch mit Ä^x•^{'B^y■^C^^ 

A^ ri r» OS COS a^ -\- y sin a^ — jP^. 

Es bedeutet dann Z7 = oder A = eine Gerade, der Ausdruck A bedeutet 
nach Aufgabe 20 den negativen Abstand des Punktes x^ y von der Geraden A = 0, 

ebenso bedeutet nach Auf gabe 21 der Ausdruck U den mit y^ul' + JB^ bezw. 

bei schiefen Koordinaten Y^ + -^2 — 2 AB cos (o multiplizierten negativen Ab- 
stand des Punktes x^ y von der Geraden U = 0, Nach Aufgabe 22 sind die Glei- 
chungen der Geraden, welche die Winkel zwischen den beiden Geraden A^ = und 
^ = halbieren, ausgedrückt durch J.j ± ^ = ; ebenso sind die Gleichungen 
der Halbierungsgeraden der Winkel zwischen den Geraden ü^ = und Z7j = o 

dargestellt durch U, ±V f]^'?>% ^i = 0. 

Irgend eine Gerade, welche durch den Schnittpunkt der Geraden A^ = 
und -4, = 0, bezw. C/| = und ?7j = geht, hat nach Aufgabe 23 die Glei- 
chung A^ — XA^ =0, bezw. üi — XTJ^ =0. Nach Erörterung 16 bedeutet 
dabei der Faktor X in der Gleichung ^ — XA^ =0 das Verhältnis der Abstände 
irgend eines Punktes der dritten Geraden von den beiden ersten, oder, was das- 
selbe ist, das Verhältnis der Sinusse der Winkel, welche die dritte Gerade gegen 
die beiden ersten bildet, dagegen bedeutet der Faktor /i in der Gleichung 
C/j — ju ?7j =0 dieses selbe Verhältnis, aber multipliziert mit der Konstanten 



V f+l\ b.™. V f+l'rV? ^ 



OD 



A* + JBi^ ^ A,'' -{- B,'' — 2 A,B, COS 



(U 



Nach Aufgabe 24 und Anmerkung 25 ist die Bedingung dafür, dass die drei 
geraden Linien J. = 0, -4, = 0, -4, = 0, oder CT = 0, C/t = 0, ü, = durch einen 
Punkt gehen, die, dass sich zwei Faktoren X und A, finden lassen von der Art, 
dass die Gleichung A -4 + A, J.^ =0 Glied für Glied mit der Gleichung A^ = 0, 
oder die Gleichung X Cr+ K Ui = mit J7, = übereinstimmt, oder mit anderen 
Worten: Die drei Geraden ^ = 0, J.^ = 0, A2 = 0, bezw. Z7= 0, üj = 0, 
?7, = gehen durch einen Punkt, wenn sich drei Faktoren A, A^, X^ bestimmen 

lassen, so däss: 

A -4 -j- ^1 ^i + A, -4, = 0, bezw. 

. ^tr+A^Dl + A, £/; = 0; 

das Zeichen = bedeutet hierbei, dass die Gleichung eine identische sei, d. h. 
dass für jeden Wert von x und y die Gleichung gUt, womit also ausgesprochen 
ist, dass die Koeffizienten der laufenden Koordinaten einzeln verschwinden. 
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Aufgabe 28. Zu beweisen, dass die 
Winkelhalbierenden eines Dreiecks sich AuflöBung. Es seien A^ == 0, ^2 = ^) 
in einem Punkte schneiden. ^, = die Gleichungen der drei Seiten, 

so sind unter der Voraussetzung, dass 
der Eoordinatenursprung im Dreieck liegt 
(siehe Aufg. 22): 

Erkl. 38. Einen andern Beweis siehe in ^i — ^ = j 

Uebungsaufgahe 80. 4 >f a ( i\ 

A^—A^ = ü > 1) 

^3-^, = 0, ' 

die Gleichungen der Winkelhalbierenden. 
Addiert man die Gleichungen, so er- 
hält man als Summe der linken Seiten, 
folglich gehen die drei Geraden durch 
einen Punkt (siehe Erörterung 17). 



Aufgabe 29. Zu beweisen, dass in 
einem Dreieck die Halbierungsgeraden 

zweier Aussenwinkel und die Halbierungs* Auflösung. Unter der gleichen Vor- 
gerade des dritten Dreieckswinkels durch aussetzung wie in Aufgabe 28 sind die 
einen Punkt gehen. Halbierungsgeraden zweier Aussenwinkel 

und des dritten Dreiecks winkeis : 

^, + ^ = 

^,+^, = 

-4, — -4j = 0, oder: 

Erkl. 39. Einen andern Beweis dieses Satzes ^ -f- ^^ = 
siehe in Uebungsaufgahe 82. ja n H • 

A, — A, = 0. 

Addiert man jedesmal die erste und 
dritte Gleichung und subtrahiert davon 
die zweite, so geben die linken Seiten 
Null als Summe, womit nach Erörterung 17 
der Satz bewiesen ist. 



Aufgabe 30. Zu beweisen, dass die 
drei Höhen eines Dreiecks durch einen AuflöBimg. Die Gleichungen der drei 
Punkt gehen. Seiten JB(7, CA, AB seien ^j = 0, 

A^ == 0, -4, = 0. Dann hat die Höhe 
AH (Fig. 37) eine Gleichung von der 
der Form : A^ — i . -4, = 0, da sie durch 
den Schnittpunkt von J^ = mit A^ = 
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Figur 37. 



A 

A 



fsom 




In der Figur ist durch Versehen 180^ — p und 
1800 — y statt 90^ — /9 und 90°— y gesetzt. 

Erkl. 40. Nach einem bekannten geometri- 
schen Satz wird jeder Winkel eines Dreiecks 
durch die zugehörige Höhe in zirei Teile geteilt, 
welche gleich den Komplementen der beiden 
andern Dreieckswinkel sind. 

Erkl. 41. Die nebenstehenden Gleichungen 
der Höhen haben eine weit einfachere Gestalt 
als die in Uebungsaufgabe 80 aufgestellten. 
Die Winkel a, ß, y sind gleich den Winkeln 
zwischen den vom Eoordinatenursprung auf die 
Seiten gefällten Loten: 

« = «2 — «j ; ^ = «8 — «i ; y = «i — «2. 



geht (siehe Erörterung 1 7). l^ bedeutet 
das Verhältnis: 

sin CAH: sin BAH; 

aber da CAH und BAH rechtwinküge 
Dreiecke sind, so ist: 

folglich: 

Aj =z cosy: cos ß^ 

daher die Gleichung der Höhe AH: 

A^cos ß — -4g cosy = 0; 

ebenso sind die Gleichungen der andern 
Höhen : 

A^ cos y — A^cosa ^=z 0' 

A^ cosa — A^cosß — 0. 

Addiert man die linken Seiten dieser 
drei Gleichungen, so erhält man Null 
als Summe, folglich gehen die drei Höhen 
durch einen Punkt (siehe Erörterung 17). 



2) 



Aufgabe 31. Zu beweisen, dass die 
drei Schwerlinien durch einen Punkt 
gehen. 

Figur 38. 




Erkl. 42. Unter Schwerlinien eines Dreiecks 
versteht man die Seitenhalbierenden Ecktrans- 
versalen. 



Auflösung. Die Gleichungen der 
Seiten BC, CA, AB seien wie in Auf- 
gabe 30: 

A^ = 0, A^ = 0, A^ = 0. 

Die Schwerlinie AD hat dann nach Er- 
örterung AD eine Gleichung von der 
Form J.J — Ä^ J.3 = 0. \ ist das Ver- 
hältnis der Lote DE und DF, welche 
man von einem Punkt der Schweriinie, 
z. B. der Mitte D von JBC, auf die 
Seiten AC und AB fällt. 

Nun ist in den rechtwinkligen Drei- 
ecken DEC und DFB: 

DE = DC.siny, DF= DBsinß: 

aber, da die Schwerlinien durch dif 
Mitten der Seiten gehen, so ist DC =^ 
DB^ also ist: 

X^ = sin y : sin ß ; 

folglich werden die Gleichungen der 
Schwerlinien: 
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J.J sin ß — A^sin y = 

Srkl. 43. Einen ausführlicheren, durch A^sin y — A^^sina = 
Rechnung geführten Beweis des Satzes siehe 
in üebungsaufgabe 80. A^ sin a — A^ sin ß = 0. 



3) 



Da man durch Addition der linken 
Seiten dieser Gleichungen Null erhält, 
so gehen nach Erörterung 17 die drei 
Schwerlinien durch einen Punkt. 



Aufgabe 32. Folgenden Lehrsatz zu 
beweisen: Verbindet man in einem Drei- 
eck die Fusspunkte der Höhen, so hal- 
bieren die letzteren die Winkel des neuen 
Dreiecks. 

Figur 39. 




Erkl. 44. Wenn zwei algebraische Ausdrücke, 
von denen jeder die gleichen willkürlichen 
Grössen enthält, identisch sein sollen, so müssen 
die Koeffizienten jeder dieser willkürlichen 
Grössen in beiden Gleichungen dieselben sein. 



Auflösimg. Sind A^ = 0, A, = 0, 
J.J = die Gleichungen der Seiten BC^ 
CA^ AB^ so sind nach Aufgabe 30: 

A^ eos ß — A^cos y = 0, 

A^ cos y — Ai cosa = 0, 

A^^ cosa — A^cosß = 

die Gleichungen der Höhen AD.BE, CF. 
Die Gerade JEF geht einerseits durch 
den Schnittpunkt der Höhe BE mit der 
Seite -^0, andererseits durch den Schnitt- 
punkt der Höhe GF mit der Seite AB^ 
ihre Gleichung muss sich also nach Er- 
örterung 17 unter den beiden Formen 
darstellen: 

A^cosy — A^cosa — XA^ — 0, 
und 

fi (^^ cos a — A2 cos ß) — fA^ = 0. 

Die linken Seiten dieser Gleichungen 
müssen identisch sein, was auch die 
Grössen A^^ A^^ A^ sein mögen. 

Daher erhält man die Bedeutung der 
vorläufig noch unbestimmten Grössen A, 
^, V durch Vergleichung der Koeffizienten 
von ^j, ^2, .4,. Es wird also: 

/x = — 1, y = — COSy^ X = — COS ß: 

dadurch erhält man als Gleichung der 
Verbindungsgeraden EF: 

A^ COS ß -{- A^ COS y — A^cosa = 0; 
ebenso die Gleichung von FD: 

A^ cos y-{-A^cosa — A^cosß = 0, 
und die Gleichung von DE: 

Ai cos a-j-A^cosß — A^ cos 7 = 0. 

Die Halbierungsgerade des Winkels 
bei D im Dreieck DEF erhält man. 



96 



Analytische Geometrie der Ebene. 



wenn man die Gleichungen von DE und 

DF von einander abzieht; die Glei- 

Erkl. 45. Man erhält nach Aufgabe 22 die chung von DF von derjenigen von DE 

Gleichung der Halbiernngsgeraden eines Winkels, abgezogen giebt: 

wenn man die Gleichungen seiner Schenkel von 

einander abzieht oder zu einander addiert (siehe 2 {A2 cos ß — Ä^ cos y) = 0, 

Erklärung 35). oder: 

A^cosß — Ä^cosy = 0. 

Dies ist aber nach Aufgabe 30 die 
Gleichung der Höhe AE. 

Analog ist der Beweis für die anderen 
Hohen. 



Aufgabe 33. Folgenden Lehrsatz zu 
beweisen (Lehrsatz des Ceva): Wählt 
man auf jeder Seite eines Dreiecks einen 
Punkt so, dass das Produkt dreier nicht 
aneinanderstossenden Abschnitte der Sei- 
ten gleich dem Produkt der drei anderen 
nicht anstossenden Abschnitte ist, und 
verbindet jeden Punkt mit der Gegen- 
ecke des Dreiecks, so gehen die Ver- 
bindungsgeraden durch einen Punkt. 



Erkl. 46. Tommaao Ceva, geb. 1648 in Mai- 
land, gest. 1786, Mitglied des Jesuitenordens, 
Dichter und Mathematiker, schrieb u. a. De na- 
tura gravium und Opuscula mathematica. 



Figur 40. 




Erkl. 47. Man kann diesen Satz auch um- 
kehren: Gehen drei Ecktrans^ersalen eines Drei- 
ecks durch einen Punkt, so teilen sie die Gegen- 
seiten so, dass die Produkte je dreier nicht 
anstossender Abschnitte gleich sind. 

Denn sind Ä^ — LA^ = 0, -4, — Xi A^ = 0, 
^3 — jl, ui| = die Gleicbungen der Eckversalen, 
so muss, venn dieselben durch einen Punkt 
gehen sollen: 



Auflösung. Nach Voraussetzung ist 
(siehe Fig. 40): 

AE.CD.BF=AF.BD.CE. 

Man fälle von D auf AB und A C die 
Lote DK und DL^ so ist: 

DK = BD sin ß, 

DL :=iDCsiny^ folglich: 

DL _siny DG 
DK'^ sinß' DB' 

Sind nun A^ = 0, -4, = 0, -4, = 
die Gleichungen der Seiten BC^ CA, 
AB des Dreiecks, so sind: 

A2 •— \ A^ = 0, 

A, — X,A2 = 

die Gleichungen der Ecktransversalen 
AD, BE, CF. 
Dabei ist: 

_ DL _ CDsinj 

' "" DK - BDsinß' 
ebenso: 

__ AEsina 

^' " CEsini' 

_ BF si nß 
^ "" AFsina 

Multipliziert man X^, A,, ^1, so erhält 
man: 

_ÜD.AE,BFsinysina8inß^ 

* ' ' ^ ~BD,CE.AFstnßsinysinr 
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Der ansfUhrliche Prospekt und das ansführliche In- 

haltsrerzeichnis der ^^vollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad. Kleyer^* kann von jeder Buchhandlung, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten and gat hrochiert, am den sofortigen and dauern- 
den Oebraach za gestatten. 

2). Jedes Kapitel enth&It sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen 
und Erklärungen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 3 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25Pfg. pro Heft. 

5). Die Beihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsverzeich- 
nis ist, wie aiu dem Prospekt eraichtlich, ohne jede Bedeutung fttr 
die Interessenten. 

6). Das Werk enthält AUes, was sich überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Bew^sen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Ferm mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktiaches Lehrbuch für Schüler aUer Schulen, daa 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das vorsüglichste Lehrbuch 
lum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuoh fttr Fachleute und 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das volistindige 

Inhaltsyerzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Druck von Carl Hammer in Btnttgart. 
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3Iit 7 Figuien. 




i 

i 
I 



m 



I 



I 



Aufgaben- Sammlung 



— nebst Anhängen ungeUister Aufgaben, für den Schul- & Selbstunterricht - 

mit 

ifl^ibe ud Eitilekliui der bantitMi Situ, Fomtbi, ItUta, ii h^a ud intiorten 

erl&ntert darch 

. viele Holzsclmitte & lithograpL Tafeln, 

am allen Zweigen 

der Beehenknnsty der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen n. iphAriBchen 
T]to>nometrie, Bynthetisdien Geometrie etc.) n. Mheren Mathematik (höhere AnalysiB, 
Differential- n. Integral-Rechnnng, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.); — 
ans allen Zweigen der Phyalk, Meehanik, Graphestatik» Chemie, GeodialOy Naotik, 
■athenat. GeegraphlOy Astronomie; des Masehbien-y Strassen-i Eisenbahn-» Wasser-, 
Brtteken- n. HoehMn'Bi der KenstmktionBlehren als: darstelL Geometrie i Polar- n. 

Parallol-PenpdktlTe, Sehattenkonstniktionen etc. etc. 

fOr 

Schiller» Studierende, Kandidaten» Lehrer» Techniker jeder Art» Milit&rs etc. 

zum einzig richtigen und erfoigreiciien 

Studium, aar VorthUfi» bei Schularbeiten nnd zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

Or. Adolph HJeyer^ 

Mthemarifcer, T«reld«t«r königl. pronti. Feldmesser, vereideter groseli. hesilscher Oeometer I. Klaeie 

in Frankfurt a. M. 

unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 
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Analytische Geometrie der Ebene. 

Erster Teil. 

Analytische Geometrie des Punktes und der Geraden. 

Nach System Kleyer bearbeitet von Professor II. Cranx. 

Forts. V. Heft 1023. — Seite 97—112. Mit 7 Figuren. 

Inhalt: 
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. Stuttgart 1891. 
Verlag von Julius Maler. 
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Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein ätanliehes zur Seite steht, erscheint monatlich in 8 — 4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben aas dem Gesamtgebiete der Mathematik , Phyaiki 
JMLeehaniky math. Geographie ^ Astronomie ^ des Maschinen- , Strassen- y Eisenbahn-y 
Brfieken- und Hochbaues^ des konstruktlTon Zeichnens etc. etc. und zwar in Tollstftadig 
gelltoter Form^ mit yielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwlokelung der 
benutzten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh In ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten MatheiiMitik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — Yorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungel5sten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Enpitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde ErklämngeL über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 
Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und n. Ordn«, gleieh- 
berechtigten höheren Bfirgersehnlen, Privatsehulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro« 
gymnasien, Behuliehrer- Seminaren, Polyteehniken, Techniken, Bangewerksehnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitnngssohulen aller Arten, gewerbliehe 
Fortbildnngssehulen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstvrissenachaltssehnlen, 
Militärschulen, YOrbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii^ährig- Frei- 
willige- und Ofliziers-Examen etc. 

Die Sehttler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt für Sehritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schaler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schnlonterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Facbgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Anfirischnng der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in aUen Bcmfis- 
sweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen geben. 
Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Bedaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Bedaktion betreffen, nimmt der Yerfasseri 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stuttgart. Die Yerlagsliaiidliiiig. 
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A*(^t - I3 A)-hy (J,-;i, ^3)= ^, _ Aj ^^ 



Die rechte Seite ist nach Voraus- 



sein, oder:/* =->i2,y=--l, -^ji^-^^^^^O, ^^*^^°S = ^> folglich ist; 



oder: v = ^A„ oder: ^-± ^-•X.X,, oder: 
^i ^ ^3 = 1> woraus folgt: 



oder: 



BF .^ D ,AE sin ß sin y sin a 
AF.BD, CEsincTsin ß sin y ~ ^' 

BF,CD.AE=z AF.BD.GE, 



^i ^2 ^ = 1, oder: 

X - 1 

Man kann daher die Gleichungen der 
drei Ecktransversalen auch schreiben; 

^2 — A^^, = 0, 

^, — A, ^^ = 0, 



A- 



A. A, 



^, = 0. 



Dividiert man die erste Gleichung 
durch A,A„ die zweite durch A„ und 
addiert man alle drei Gleichungen, so 
erhalt man als Summe der linken Seiten 
^uil, womit nach Erörterung 17 der 
Satz bewiesen ist. 



Aufgabe 34. Folgenden Lehrsatz zu 
beweisen : 

(Satz des Menelaos) 
Liegen auf den Seiten eines Dreiecks 
drei Punkte so, dass das Produkt dreier 
nicht aneinanderstossenden Abschnitte 
der Seiten von den Ecken bis zu diesen 
Punkten gleich dem negativen Produkt 
der drei andern nicht anstossenden Ab- 
schnitte ist, so liegen die drei Punkte 
in gerader Linie. 

Figur 41. 



Auflösung. Nach Voraussetzung ist 
(Flg. 41): 



AF.BD,CE 







fokL 48. Menelaos aus Alexandria, Mathe- 
matiker und Astronom, um 98 v. Chr., der 

Oranz, AnÄlytiich« Oeometrie der Ebene. I. 



BF.CD.AE 

Man denke sich AD und BE gezogen 
AD hat die Gleichung: ' 

A^ — X^A^ = 0. 

Irgend eine Gerade, welche durch D, 
d. h. durch den Schnittpunkt von BG 
mit AD, geht, hat eine Gleichung von 
der Form: 

J, — A^ J3 — fjt^ A^ = 0. 

Ebenso muss jede Gerade, welche durch 
E, d. h. durch den Schnittpunkt der 
beiden Geraden: 

BE oder: A — ^^1 = und 
AG oder: -4, = 0, 
geht, eine Gleichung von der Form: 
A^—l^A^—fi^A^ = 

haben. Die Gleichung der Geraden 
DE muss daher den beiden eben auf- 

7 
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Uteste Schriftsteller über Trigonometrie. Haupt- gestellten Formen genügen, oder es muss 
werk: Sphaerica. A,-X, A, — pt.A,, mit einem unbe- 

Erkl. 49 Der Satz lagst sich auch um- Stimmten Faktor ,. multipliziert, iden- 
kehren: Werden die Seiten eines Dreiecks bezw. "SCn mit A^ — ^ -^i — f^i ^i sein: 
deren Verlängerungen von einer Geraden ge-zj ^j a \ — j nj i 

schnitten, so ist das Produkt dreier Seiten- ^1^2 — ^ ^3 — ^i A j -^3— '^ ^i— Z*:--*: 
abschnitte, die nicht aneinander stossen, von oder: | 



den £cken bis zu den Schnittpunkten gerech 
net, gleich dem negativen Produkt der drei 



/i = — /ij, — Ai^, = 1, 



andern. daher: 

/i, X. = 1: U^ :=^ ^ 



Der Beweis der Umkehrung ist analog dem 1 

Beweis in Erkl. 47. /^2 ^i = 1; ^2 = -\~^ 
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— ^liu, =—\, daher -'- = — /,, 

Die Gleichung von DE ist also: 

A^ — X^A^-\- \ \ A^ = 0. 

Sie geht daher nach Erörterung 17 durch 
den Schnittpunkt der Geraden: 

Nun kann man aber, analog wie iu 
der vorigen Aufgabe, die Voraussetzung 
in der Form schreiben: 

/| A^ A^ = 1, 

daher ist: 

XX = - i- 

A3 

folglich wird die Gleichung: 

identisch mit: 

A^ — —A^ =0 oder: 

^3 

A,— ^, A, = 

oder mit der Gleichung von CF. 

Die Gerade DE geht also durch den 
Schnittpunkt von AB und CF^ d. Ii 
durch -F, oder: die Punkte D, F, F 
liegen in gerader Linie. 



Erörterung 18. Die beliebig angenommene Gerade in Aufgabe 34 hat eint 
Gleichung von der Form: 

^i^A^-{-^i2A^-{- /U3 A^ = 0. 

Dieses Resultat ist allgemein: 

Sind die Gleichungen dreier Geraden gegeben, welche nicht 
durch einen Punkt gehen, für welche also nicht eine Identität der 
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Form n, ^i +iu,-4.j4-A's-^3 =ö l>ßzw. /Uj t'"i + ^j CT, + 1^3 f'^a ^ ^ stattfindet, 
so bedeutet stets die GleicJiung: 

,i,A^-\-fi^A,-{-!^,Ä, =0 oder: / 

eine Gerade; und umgekehrt: jede Gerade der Ebene lässt sich durch 
eine Gleichung von der Form: 

/Uj^i + iu,^ + Ai3^3 = oder: 

i"i U, + /"j ^2 + Ms ^^3 = 
darstellen. Denn schreibt man die Gleichungen ausführlich, so lauten sie: 

n^ (w cos a^ -{- y sin a^ — Pi)-\-^2 {x cos a^ -{- y sin a^ — ^2) + 

JM3 {x cos «3 + y sin «3 — Pi) = 0, bezw. : 

^^Mi^+Siy-i'C,)-{^fi,iA,x + B,y-{^C,)-\^fi,(A,x + B,y-j-C,) = 0, oder: 

113 5in «3 ) — (im, p, +^i2P2-\- iM3 Cö5i>3 ) = ^^ ^^zw. : 

^{pi,A + ^^,Ä,+u,Ä,)'}-y{^i,B,+^i,B,-\-^i,B,)-\-(^^,C,-\r^i2C2+^,C,) = 0^ 

Dies sind aber Gleichungen ersten Grades in x und y^ also Gleichungen 
von Geraden. 

Ist dagegen irgend eine Gerade durch die Gleichung: 

Ax-\-By+G= 
gegeben, so setze man: 

A = fH^ ^i+jMj ^+iU3^3 \ 

-ß = A'i -Bt + ."2 ^2 + ^3 ^J / ö) 

C = fii Ci + ^2 ^2 + A«3 Q ' 

und löse dieses System von Gleichungen nach fi^, ii^^ yi^ auf, dann bekommt die 
Gleichung der Geraden die oben angeführte Form, welche abgekürzt geschrieben 

Der Wert von 1»^ wird: 

_ A (B,_C, - B,C,)+ B {A, C, -A,C , ) + C {A,B,- A,B, ) 

^' -^ A, (B, C, -- B, C,) + B\\A, C, - A, C,) -^ ÜAÄ, B, - A, B,)" ' ^^ 

Die Werte von ^«2 und /<3 erhält man durch cyklische Vertauschung der Indices. 

Bedingung für die Auflösung der obigen Gleichungen nach jUj, /w,, m^ ist, 
dass der gemeinsame Nenner nicht verschwindet, oder dass nicht zwischen den 
Koeffizienten A^^ A^^ A^^ -B,, B^^ -Bj, (7i, Cj, Cg eine Identität von der Form: 

X,{A,x-\-B,y + G,)-\-l,{A^-\-Ji2y-\-C,) + )iAA^-{-S,y+C,) = 7) 

besteht, oder mit andern Worten, dass die drei ersten Geraden nicht durch einen 
Punkt gehen. 

üebnngBaofgabe 114. Zu beweisen: Die Halbierangsgeraden zweier Dreieckswinkel 
und die Halbierongsgerade des Anssenwinkels an der dritten Ecke sehneiden die Gegen- 
seiten in drei Punkten, die auf einer Geraden liegen. 

Beweis. Die Gleichungen der Seiten des Dreiecks seien: BC:A^=0\ CA : ^2 = 0; 
ÄB:Ä^z=0. Dann haben die Halbierungsgeraden folgende Gleichungen (siehe Aufgabe 22) : 
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Halbierungsgerade des Winkels bei A\ -äj — J.3 =^ {AU) 

n ^: • .13-^^=0 {BE) 
„ „ Aussenwinkels bei 0\ A^-\-Ai'=^ {ß^\ 

Eine durch D gehende Gerade hat die Gleichung: Ai — A^-^-Xy^A^ = 0. 

Sollen beide Geraden zusammenfallen, so muss sein: 

Ai — J.3 + ^1 -^i = iw (-4.3 — A^-\'X^ A^ oder: 
Ai = — ju; 1 = ju A,, — 1 = iw; daher A^ = 1, A^ = — 1 ; 
folglich ist die Gleichung von DJ?: 

Dies ist aber die Gleichung einer Geraden, welche durch den Schnittpunkt der Ge- 
raden A^-^A^^^ 0, d. h. der CF, mit der Geraden A^ = 0, d. h. der AB^ also durch 
den Punkt F geht. Die Punkte i), J5?, F liegen somit in gerader Linie. 



üebungBaofgabe 115. Zu beweisen: Die Punkte, in welchen die Seiten eines Drei- 
ecks von den Halbierungsgeraden der Aussenwinkel an den Gegenecken getroffen werden, 
liegen in gerader Linie. 

Beweis. Analog mit dem von Uebungsaufgabe 114. 



üebungBaulgabe 116. Die Gleichung einer Geraden, welche auf einer Dreieckseite in einem 
Endpunkte derselben senkrecht steht, durch die Gleichungen der Dreieckseiten auszudrücken. 



AufloBong. Die Gleichungen der Drei- 
eckseiten seien: 

BC\A^ = 0, CA : ^ = 0, AB:A^ = 0. 

Die Winkel bei A, B, C seien bezw. a, 

S, y. Eine durch B gehende Gerade BD 
at nach Erörterung 17 eine Gleichung von 
der Form: A^ — X^ A.= 0. Dabei bedeutet 
Aj das Verhältnis sin DBA : smDBC. Soll 
nun BD auf BC senkrecht stehen, so muss 
<^DBC= 900, also smDBC= 1; sinDBA 
= sin {90^ — ß) = cosß sein; dabei ist für 
A) das Vorzeichen — zu nehmen, wenn die 
Gerade BD ausserhalb des Dreiecks fällt 
und der Koordinatenursprung, wie bisher 
stets angenommen, im Dreieck liegt. Schnei- 
det dagegen BD das Dreiek, so ist i3>900, 
also cosß negativ. Es ist also in jedem 
Falle die Gleichung von BD: A -\-A cos8 



Figur 42. 




= 0. 



Ebenso wird die Gleichung der auf BC in C errichteten Senkrechten CE: 

-^2 + ^1 COÄ y = 0. 



üebnngBaofgabe 117. Die Gleichung einer Geraden aufzustellen, welche auf der 
Seite eines Dreiecks in dem Punkte senkrecht steht, wo letztere von einer gegebenen 
Geraden geschnitten wird. 

AufiÖBnng. Die gesuchte Senkrechte soll zur Seite ^i = senkrecht, also zu den 
Geraden BD und CE (Fig. 42) parallel sein, sie muss daher durch den in unendlicher 



Abgekürzte Bezeichnung der Gleichung einer Geraden. 101 

£iitferniing liegenden Schnittpunkt der letzteren gehen; folglich mass ihre Gleichung die 
Form haben: 

J.J -^ Ä^^ cos y ^- k {Ä^ + Ä^ COS ß) = 0. 

Andererseits soll die gesuchte Gerade dnrch den Schnittpunkt der Seite ^i^ = mit 
der gegebenen Geraden ^^ = gehen, also mnss ihre Gleichung auch von der Form sein : 
-4^ — ^Äi = 0. Nun lässt sich nach Erörterung 18 die Gleichung Ä^ = durch die 
Gleichungen der Dreieckseiten ausdrucken, nämlich: 

wo die /ip ^2t f^3 bestimmte angebbare Werte haben. 
Die Gleichung Ä^ — fiÄ^ =0 wird also : 

fi^ -4i -f- ]Lc, ^2 + jUj uäj — fiÄ^^ = oder: 

Sollen nun die beiden Gleichungen für die gesuchte Gerade dieselbe Linie darstellen, 
so mnss: 

Äi(cosy — Xcosß)+Ä^'-XÄ, = }i'[(ji,—^i)Ä^+fi^Ä^-^fi^Ä,] 

sein. Es ist also: 

COSy — X COS /? = ^' (^ij — fji), 

1 = A' ^2, 

— X =;L'jU3- Hieraus erhält man: 
X' = -^ X = - -^, cosy-\"^^-cosß = ^' - ^ , oder: 

M2 /<2 /<2 ^2 A<2 

fii — fl = fl2 COS y -{- fi^ COS ß. 

Die gesuchte Gleichung ist somit: 

0*2 cos y 4- fi^ COS ß) Ai -f- juj ^2 + i^a -^3 = 0. 



üebungsanfgabe 118. Die Gleichung des Mittellots auf einer Dreieckseite durch 
die Gleichungen der Dreieckseiten auszudrücken. 

Aufiösnng. Das Mittellot von BC geht durch den Schnittpunkt von BG mit der 
Schwerlinie, welche BC halbiert, die Gleichung der letzteren ist nach Aufgabe 31: 

A^sinß — A^siny = 0; 

folglich hat man in Uebungsaufgabe 117 nur ^Uj = 0, /i2 = sinß, jUj = — my zu setzen, 
und erhält als Gleichung des Mittellots von BC: 

(sin ß cos y — cosßsiny)A^-\-sinß.A^ — siny .A^ =■ oder: 

A^ sin ß — -4j sin y + -4^ sin {ß — y) = 0. 

Analog wird die Gleichung 

des Mittellots von CA: A, sin y — -4^ sin « -|- A2 sin {y — a) = 0. 

n n rt ^^' -^i ^ina — A2 sin ß-\-A^ sin (a — ß) = 0. 



UebongBanlgabe 119. Zu beweisen, dass die Mittellote der drei Seiten eines Drei- 
ecks durch einen Punkt gehen. 

Auflösung. Die Gleichungen der Mittellote sind nach Uebungsaufgabe 118: 

A^ sin (ß — y)-\-A2 sin ß — A^ sin y = 0, 
A2 sin (y — a) -|- A^ sin y — A^^ sinix = 0. 
A^ sin {a — /?) + A^ shi a — A2 sin ß t= 0. 
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Multipliziert man die erste Gleichung mit sin^ a, die zweite mit m' j^^ die dritte mit 
sin^y und addiert, so wird beispielsweise der Koeffizient von A^i 

sin (ß — y) sin^ a — sina sin^ jß-^sina sin^ y oder : 

sin a [sin asin(ß — y) — sin^ ß -\- sin^ y] oder : 

sin a [sin (ß + y) sin (ß — y) — (sin^ ß — sin^ y)] oder : 

sin a [{sin fj C05 y -j- cos ß sin y) (sin ßcosy — cosß sin y) — (sin' ß — sin^ y)] oder : 

sin a [sin^ ß cos'^ y — cos^ ß sin^ y — sin^ ß -f- sin^ y] oder: 

sin a [sin'^ y (1 — cas^ ß) — sin^ ß{l — cos^ y)] oder: 

sin a [sin'^ y sin^ ß — sin^ ß sin^ y], also = 0. 

Wegen der Symmetrie der Gleichungen in Bezug auf Ä^^ Ä2, Ä^ werden auch die 
Koeffizienten von Ai und ^j = 0; daher gehen nach Erörterung 17 die drei Mittellote 
durch einen Punkt. 



üebungBanfgabe 120. Folgenden Lehrsatz zu beweisen: Die drei Punkte, in welchen 
die Seiten eines Dreiecks durch die Verbindungsgeraden der Fusspunkte nicht zuge- 
höriger Höhen getroffen werden, liegen in gerader Linie. 

AufloBnng. Die Gerade EF (Fig. 43) Figur 43. 

hat nach Aufgabe 32 die Gleichung: 

Ä2C0sß-{^Ä^casy— Ä^cosa = 0. 

Eine Gerade, welche durch ihren Schnitt 
mit B C hindurchgeht, hat somit eine Glei- 
chung von der Form: 

AiCOSß-^A^GOSy^A^ (jUi + cos y) = 0; 

ebenso hat eine Gerade, welche durch den 
Schnitt von D^mit CA hindurchgeht, eine 
Gleichung der Form: 

A^ cos y-^-Ay^cosa — A^ (ß^ -^cosß) = 0. 

Sollen die beiden Geraden identisch sein, 
so muss sein: 

AiCOSß-^-A^COSy — A^ (fA^-^COSy) 
= A [Ai cosy-\^A^ cos a — -^2 0^2 + C(W/i)]. 
Durch Yergleichung der Koeffizienten von ^p ^21 ^3 erhält man: 

— (1^1 ~\-cosy) — Xcos a, 

cosß=z — X (jU2 + cos (i), 
cosy =}. cos y, daher : 

A = 1, jHj — — 2 cosß, fli^rzzCOSy — cosa\ 

folglich wird die Gleichung der Geraden, welche durch den Schnittpunkt von EF mit 
BC und von DF mit CA geht: 

AiCOSa-\- Ai cos ß^A^cosy=:0. 

Diese Gleichung lässt sich aber in der Form schreiben: 

(A^ cos a -^ A2 cos ß — A^ cosy) •-\'2A^cosy = 0; 

d. h. die betreffende Gerade geht nach Erörterung 17 durch den Schnitt von DE^ 
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nämlich A^cosa-^AzCOSii — A^cosy = 0, mit AB, nämlich ^^3 = 0. Damit ist der 
Satz bewiesen. 



üebiingBaiilgabe 121. Die Gleichung einer Parallelen zu einer Dreieckseite in den 
Gleichungen der Seiten auszudrücken. 



Aaflosnng. Denkt man sich durch A die 
Parallele AD zu BC gezogen (Fig. 44), so 
hat ihre Gleichung, da sie durch den Schnitt- 
punkt von ^ = mit ^ = geht, die 
Form: ^2+A.-4j = 0. Dabei bedeutete 
das Verhältnis von: 

sin DAC: sin DAB = sin (I8OO — y) : sin ß. 

Folglich ist die Gleichung von AD: 
A2 sin ß-^A^sinyzzzO, 

Irgend eine andere Parallele zu BG geht 
durch den unendlich entfernten Schnittpunkt 
von AD und BC, also hat ihre Gleichung 
die Form: 

Ai sinß-\'Az siny — X Ai == 

(siehe Erörterung 17). 



Figur 44. 




nehnngsaulgabe 122. Folgenden Lehrsatz zu beweisen: Die Yerbindungsgerade der 
Glitten zweier Seiten eines Dreiecks ist parallel zur dritten Seite. 

AuflÖBong. Eine Gerade, welche durch die Mitte von AC und durch die Mitte von 
AB geht, also erstens durch den Schnitt von ^2 = mit der Schwerlinie A^siny — 
Ai8ina^=0, zweitens durch den Schnitt von A^ = mit der Schwerlinie A^sina — 
A^sinß = 0, muss durch eine Gleichung von der Form: 

A^siny—'AiSina^XA2 = fi{AiSina^A2sinß'-'X*Ai) = 

dargestellt werden. Durch Yergleichung der Koeffizienten von ^p A2, A^ erhält man: 

— sina = ixsinaj 

— k = — fisinß, 

sin y = — ju A'. 
Hieraus folgt: 

ju = — 1, X = —sinß, X'^=siny, 

Folglich ist die Gleichung der Yerbindungsgeraden : 

A2 sin y — Aisina-{'A2 sin ß = 0, oder: 

A2 sinß-^-A^ sin y — Aisina =^ 0. 
Daher ist nach Uebungsaufgabe 121 diese Gerade parallel mit BC, 



üebimgsaiilgabe 123. Zn beweisen: Zieht man durch die Ecken eines Dreiecks 
Parallelen zu den Gegenseiten, so sind die Höhen des gegebenen Dreiecks Mittellote auf 
den Seiten des neuen Dreiecks. 

Beweis. Die Gleichungen der Seiten des neuen Dreiecks seien: A\ = (parallel 
mit A^ = 0), A'2 = (parallel mit A2 = 0), A^' = (parallel mit A^ = 0). 

Dann sind nach Uebungsaufgabe 118 die Gleichungen der Mittellote des neuen Drei- 
ecks, dessen Winkel dieselben sind, wie die des alten: 
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Ä\$in(ß-^y) + Ä'2Sinß — Ä\8iny =0, 
Ä'2 sin (y — a) + -^'3 sin y — Ä\ sin a = 0, 
Ä\ sin (« — 13) + Ä\ sin a — ^'j sin ß = 0, 
Nun ist aber nach Uebnngsaufgabe 121: 

Ä\ = Ä2 sin ß -j- A^ sin y := oder: Ä\ = fn^ (A2 sin ^ -f- -^3 **" y)^ 

A*2 ~ A^ sin y -f- -äj «in a = oder: A'i = jic, {A^ siny -{-A^ sin a), 

A\ ^ A^ sin a-\-A2Sinß = oder; A\ = ^^ {A^ sin a + -^j sin ß). 

Daher werden die Gleichungen der Mittellote auf den Seiten des neuen Dreiecks: 

jUi sin (ß^y) (A^ sinß-^^ A^ ^'^y) + /^ ^*^ ß (-^3 ^^ 7 + -^1 **** ") 

— ILC3 5m y (-4| fit« « 4" A **** ^) = ^» 
/ij sin (y — a) (^3 sin y-^A^ sin a) + fi^ sin y (^, fii« a + ^ sin ß) 

— jM^ fiin a (A2 sinß'\- A^ siny) = 0, 
/ij fiin (a — /3) (A^^ sin a-^ A^ sin ß) -}- fi^ sina (A^ sin jS -|- -A3 sin y) 

— fi2sinß{A;iSiny'j'A^8ina) = 0. 
Die erste Gleichung lautet umgeformt: 

A^ sin a (ji^ sinß-^ fi^ siny) -\-A^ sin ß(Jl^ sin (ß—y) — /uj fiwy) 

+ -^3 ^^^7(1^1 ^^ (/^— y) + M2 sinß^ = 0. 
Analog lauten die beiden andern Gleichungen. 

Setzt man nun ui = --: — , U2 = . ^ , u, = — -, so wird z. B. die erste Gleichung: 

^ sma^ ^ stnß^ ^^ smy ^ 

. . sinßsiny-^sinysinß . . . ^fsin(ß^y) \ , ^ . /sinfß—y) , \ 

A^stna- -^ y a^-' — -+Ä2Sinß{ — r--'-^ —l) +^3fitny( — V^— ^4-11 = 0. 

* stnßsmy ' ^\ fitna / ' ^ '^V fitna ' / 

Der Koeffizient von A^ wird = 0; der Koeffizient von A2 wird: 

2 cos ß sin ß sin y 



s%na 
ebenso wird der Koeffizient von ^3: 

(sin ßcosy — cos ßsiny-^sinß cos y-^cosß sin y) sin y 2 sin ß sin y cos y 

sin « sin a 

Die Gleichung des ersten Mittellots ist also: 

— 2sznßsiny , . r. a x ^ ^ 
T-^ ■ - {A^ cos ß — A^ cos y) = oder: 

A2 cos ß — A^cosy = 0, 

Dies ist aber nach Aufgabe 39 die Gleichung der zur Seite BC gehörigen Höhe des 
gegebenen Dreiecks. 

Aufgabe 35. Den Inhalt des von drei 
Geraden gebildeten Dreiecks durch die Auflösung. Es seien ^ = 0, J., = 0, 
linken Seiten ihrer Gleichungen auszu- ^s == die Gleichungen der drei Ge- 
drücken. raden in der Normalform, also: 

Ä^ ^= a;cosa^-\-y$in a^ — p^ = 0, 

A2 = X cos aj + y sin a, — p^ = 0, 

A^ = cc cos a, + y sin a, — p, = 0. 
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Figur 45. 




Erkl. 50. Der linke Teil der Normalform 
einer Geraden drückt den Abstand des Punktes 
X, y von der Geraden aus, negativ, wenn der 
Punkt 0-, y von^ Koordinatenursprung aus ge- 
sehen diesseits, positiv, wenn er jenseits der 
Geraden liegt. 



Krkl. 51. Der doppelte Inhalt eines Drei- 
ecks ist gleich dem Produkt aus Grundlinie und 
zugehöriger Höhe. 



Srkl. 52. Nach einem bekannten trigono- 
metrischen Satze sind die Seiten eines Dreiecks 
proportional den Sinussen der Gegenwinkel. 



ErkL 53. -In jedem Dreieck ist, wenn r den 
Hadins des Umkreises, s den halben Umfang 
bedeutet: 



r = 



Ferner seien ?i, ?,, \ die Längen der 
Seiten des Dreiecks, welches von den 
drei Geraden gebildet wird (Fig. 45). 

Der Eoordinatenanfang sei innerhalb 
des Dreiecks. 

Nun bedeuten nach Aufgabe 20 die 
Ausdrücke J^ , u4, , A^ für irgend einen 
Punkt P oder ^, dessen Koordinaten x^ 
y sind, seine senkrechten Abstände von 
den drei Geraden, und zwar negativ, wenn 
sich der Abstand des Punktes von jeder 
Geraden auf derselben Seite dieser Ge- 
raden befindet, wie der Koordinatenur- 
sprung. 

Z. B. für Punkt P innerhalb des Drei- 
ecks sind die drei Abstände ^i, ^2> -^3 
negativ, für Punkt Q ausserhalb des Drei- 
ecks im Winkelraum ABC sind A^ und 
A^ negativ, A^ positiv. Nun ist der In- 
halt des Dreiecks, mag der Punkt P 
bezw. Q innerhalb oder ausserhalb liegen, 
die algebraische Summe aus den Inhalten 
dreier einzelnen Dreiecke PBC; FCA, 
PAB^ wobei immer ein solches Dreieck 
negativ zu rechnen ist, das ganz ausser- 
halb des gegebenen liegt, für welches 
also der betreffende Abstand {A^ oder 
A2 oder J.j) positiv zu nehmen ist. 

Nun ist der doppelte Inhalt von A P^C^ 
= — -4, Zi, der von A PGA = — A^lz^ 
der von A PAB = — A3 1^; folglich ist der 
doppelte Inhalt des gegebenen Dreiecks, 
mag der Punkt P ausserhalb oder inner- 
halb des Dreiecks liegen, bezeichnet durch: 

— 2J=AJ,-{-AJ, + A,l,. . . 8) 

Dieses Resultat lässt sich noch in 
anderer Form schreiben: 

Nach einem bekannten trigonometri- 
schen Satze (Erkl. 52) ist: 



28ina 28inß 2 8iny 



= V'i 



— a){8 — h) (s — c) 



und 



8 



s-jih + h + h); 



daher wird der doppelte Inhalt des Drei- 
ecks: 

— 2J= a{AiSina']-A^sinß-\-A3Siny^ 9) 
wo (T den oben angegebenen Wert hat 
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Erörterung 19. Aus Aufgabe 35 folgt, dass die Grössen: 

A, l. + Ä^l^-JrÄj, und 
Ay $ina-\- A^ sin ß-^-A^ sin y, 

trotzdem, dass sie die willkürlichen Veränderlichen a:, y enthalten, Konstanten 
sind. Sie können also im allgemeinen nicht gleich Null werden, ausser wenn die 
drei gegebenen Geraden durch einen Punkt gehen oder in eine Gerade zusammen- 
fallen. Da aber die Gleichung: 

A^sina~\-A^sinß-\'A^siny = 10) 

die Form der Gleichung einer Geraden hat, so erhebt sich die Frage, ob sich 
nicht Punkte bestimmen lassen, deren Koordinaten x, y dieser Gleichung genügen, 
und welche Linie der geometrische Ort solcher Punkte ist 

Nach Erörterung 17 ist diese Gleichung die einer Geraden, welche durch den 
Schnittpunkt von A^sina-{-A^sinß '=-^ mit J.3 = , also durch den Schnitt- 
punkt zweier Parallelen geht (siehe Uebungsaufgabe 120), ebenso durch den 
Schnittpunkt der Parallelen AySinix-\- A^siny ^= ^ mit il, =0, sowie durch 
den Schnittpunkt der Parallelen A^smß-\-A^ siny = mit Ai = 0. Diese 
Schnittpunkte sind im Endlichen nicht vorbanden, nach modernem Sprachgebrauch 
(siehe Vonderlinn, Lehrbuch des Projektionszeichnens) werden sie jedoch als 
Punkte im Unendlichen bezeichnet. Es ist somit folgerichtig, auch die Linie, 
welche- durch die Gleichung: 

A^ sin a-[' A.^ sin ß -\- A^ siny = . 

dargestellt wird, als Gerade im Unendlichen zu bezeichen. Diese Linie kann 
keinen Punkt im Endlichen besitzen, denn sonst liesse sich durch ihn wieder eine 
Parallele zu einer der gegebenen Geraden ziehen, die mit jener Linie dann 
einen zweiten (im Unendlichen liegenden) Punkt gemein hätte, ohne mit ihr 
zusammenzufallen. 

Es lässt sich dies auch leicht nachweisen, wenn man die Gleichung aus- 
führlich schreibt: 

{pc cos «i + y Si^ «i — Pi) ^i^ « + («^ <^0S CTj -f- y *«^i aj — P2) ^^^ ß 

+ (x COS «3 -f- y sin a^ — Pi)sin y = 0. 
Nun ist aber: 

a = ofj — »3, ß = a^ — flfi, y = cr^ — «j, 

folglich : 

X [cos n\ sin (»2 — «3 ) + <^os a^ sin (a^ — « i ) + cos «3 sin (a^ — a^ )] 
+ y \sinai8in{a2 — a^)-\'Sina^ sin(a^ — ai)-\-sina^ sinia^ — otj)] 

+ [pi sin {a^ — a,) +i)j sin {a, — a,)+p, Sin {a^ — or,)] = 0. 

Nun verschwinden die Koeffizienten von x und y, wie man sich durch Auf- 
lösung von sin{a2 — «3), sin{a^ — «J, sinia^ — a^) leicht überzeugt, das Absolut- 
glied ist von Null verschieden. Soll also die Gleichung bestehen, so müssen die 
Faktoren x und y, mit welchen die verschwindenden Koeffizienten multipliziert 
sind, unendlich grosse Werte haben. Andererseits lässt sich aber auch zeigen, 
dass alle Punkte, deren Koordinaten x und y qo sind, der Gleichung Genüge 
leisten. Man stelle zu diesem Zweck die Gleichung eines beliebigen Parallelen- 
paars auf, so zeigt sich, dass die Gerade im Unendlichen durch dessen Schnitt- 
punkt geht. Hierzu ist die folgende Aufgabe nötig: 
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Aufgabe 36. Die Gleichung einer 
Geraden ist in der Form: 

gegeben, wo ^^ = 0, J.j = 0, ^3 = Auflösung. Nach Aufgabe 18 unter- 
die Gleichungen dreier Geraden in der scheiden sich die Gleichungen zweier 
abgekürzten Form bedeuten. Man soll Parallelen nur durch eine Eonstante. Ist 
die Gleichung einer Parallelen zur ersten daher Äx-\-By-^G-\-0 die Gleichung 
Geraden aufstellen. einer Geraden, so ist: 

die Gleichung einer Parallelen dazu. 
Denkt man sich nun die Grössen Ä^^ Ä^^ 
Ä2 in ausführlicher Form geschrieben, 
und seien C^, Gj, C^ die Absolutglieder 
in diesen Ausdrücken, so wird die Glei- 
chung der Parallelen zur Geraden 

ErkL 64. Nach Aufgabe 35 bedeutet dieselbe Form haben, nur dass C^, C^, 

Ai8ina-\'Ä29inß'\'A^8iny C3 durch C^-\-^^^ (7, durch Ci + A^ 

den negativen doppelten Inhalt des von den ft durch 63 -f" ^e ersetzt sind. 
Geraden Die Gleichung der Parallelen wird 

A = ö, -li, s= 0, Jj = jjgQ sein: 

gebildeten Dreiecks, dividiert durch die Grösse x A -^X A -^l A 

li'\'l2+h oder: 

A,^^ + A,A + A3^3-f Z^O, 

wo K eine Konstante ist. 
Nun ist aber auch der Ausdruck: 

A^ sin a-^-A^sinß-^ A^ sin y 

nach Aufgabe 35 eine Konstante (siehe 
Erkl. 24). Man kann daher setzen: 

iT = A {A^ sin a-\- A^ sinp 4" -^3 ^^ y)^ 

dann wird die Gleichung der gesuchten 
Parallelen : 

A^^^ +A2A + A3^3 + A(-4, sina 

+ Asmß + ^35m7) = . . 11) 

Durch Aenderung von A erhält man 
sämtliche Parallelen zur gegebenen Ge- 
raden. 



=iV 



Erörterung 20. Der Schnittpunkt zweier Geraden muss mit seinen Koordi- 
naten die Gleichungen beider Geraden befriedigen. 

Liegen also die beiden Parallelen (siehe Aufgabe 36) vor: 

A^^.+A2^ + A3^3 =0, 
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SO wird jede Gerade, welche durch den Schnittpunkt dieser beiden geht, eine 
Gleichung von der Form haben: 

X^ Ä, + Aj ^2 -f X3 ^3 + A (A^ sin a-^-A^ sin ß + A^ sin y) 

— tiQi,A, + k,A, + }^A,) = 
(siehe Erörterung 17). 

Setzt man nun ju = 1, so erhält man die Gleichung einer bestimmten durch 
den Schnittpunkt des Parallelenpaars gehenden Geraden: 

A^^ sin a-^A^ sin ß-\- A^ siny = 0. 

Diese Gleichung enthält die Grössen A^, Aj, A, von welchen die Richtung 
des angenommenen Parallelenpaars abhängt, nicht mehr, geht somit durch den 
Schnittpunkt jedes beliebigen Parallelenpaars, oder: die unendlich entfernten 
Schnittpunkte aller Parallelenpaare liegen auf der sogenannten unendlich ent- 
fernten Geraden. 

Erörterung 21. Man hüte sich davor, das Resultat der Erörterungen 19 
und 20 als etwas geometrisch Yorstellbares anzusehen. Das Zeichen fär un- 
endlich 00 hat in der Zahlenlehre keinen andern Sinn, als den eines Symbols 
für die Grenze, welcher ein Ausdruck zustrebt, in dem gewisse Grössen stets 
wachsen. Ebenso kann auch in der Geometrie unter unendlich entfernten Punkten, 
Geraden u. s. w. eigentlich nichts gedacht werden. Man braucht diese Ausdrücke 
lediglich um der Gleichartigkeit mit den vorstellbaren Punkten, Geraden u. s. w. 
willen. Zwei konvergente Geraden schneiden einander in einem vorstellbaren 
Punkte, dieser rückt in immer grössere Entfernung, je weniger die Geraden kon- 
vergieren. Eine Ausnahme findet statt, wenn die Geraden parallel sind. Um 
nun diese Ausnahme nicht jedesmal wiederholen zu müssen, bedient man sich 
des bequemeren sprachlichen Ausdrucks: zwei Geraden schneiden einander stets 
in einem Punkte, der für den Fall des Parallelismus im Unendlichen liegt. Letzterer 
Punkt ist also die Grenzlage, welcher der endliche Schnittpunkt zustrebt, wenn 
der Neigungswinkel der schneidenden Geraden immer mehr abnimmt, wobei man 
unentschieden lässt, ob diese Grenzlage wirklich existiert oder nicht Lässt man 
aber die Analogie der nicht vorstellbaren unendlich entfernten Punkte mit den 
wirklichen zu, so ist die nächste Konsequenz, dass dieselben auf einer Geraden 
liegen, weil sie mit ihren (unendlich grossen) Koordinaten sämtlich einer Gleichung 
ersten Grads Genüge leisten. Auch die unendlich entfernte Gerade hat also nur 
die Bedeutung eines Symbols, einer Vereinfachung der Redeweise, um nicht bei 
jeder Untersuchung Unterscheidungen machen zu müssen. Dass aber der soge- 
nannten unendlich entfernten Geraden keine reelle Bedeutung zukommt, folgt 
schon daraus, dass man bei ihr nicht, wie bei den übrigen Geraden, von einer 
Richtung sprechen kann. 

Aufgabe 37. Zwei Geraden sind durch 
die Gleichungen: 

X,A,+}^A^ + k,A, = 0, Auflösung. Denkt man sich die Glei- 

ft^ ^ + jMj ^j -|- jMj -4-3 = chungen der beiden Geraden ausführlich 

gegeben. Den Winkel zwischen diesen geschrieben und in die Form: 
Geraden zu bestimmen. A' a? + ^' 2/ + C" =0, 

A''X'\-B"ff+C'' = 
gebracht, so ist: 



s 



Abgekürzte Bezeichnung der Gleichung einer Geraden. 109 

A* = Aj COSa^-\- Aj C05ff2+ ^j CÖ5a,, 
Ä*' = ^j COS «i -(- jU, C05 a, -[- /ij CÖ5 aj , 

JS' = Aj sin ffj -f- A, 5{n «2 4"^ ^*^ or,, 

Nach Aufgabe 16 ist der Ausdruck 
für den Tangens des Winkels zwischen 
den beiden Geraden: 

ErkL 55. Der Tangens des Winkels zwischen tgv = ., .,,, ^ j^, (siehe Erkl. 55). 
zwei Geraden ist nach Aufgabe 16: ^^ -j-^öXJ 

AB'^A'B Setzt man in diesen Ausdruck die 

'^"^ ^ ' AA'JfB B'' ^erte für A\ A!\ B, B" ein und be- 

denkt, dass wenn der Koordinatenanfang 
innerhalb des Dreiecks sich befindet, die 
Winkel «j — ' a, , a, — a^^ cti — ofj zwi- 
schen den Normalen der Geraden bezw. 
gleich den Supplementen der Dreieck- 
winkel, also bezw. = 180° — a, 180^-/3, 
ISO' — y sind, so findet man nach einigen 
leichten Umformungen: 

tgv = [(Aj /i, — A, /i,) sin a 

+ (^/ii— Aiiw,)5mj5+(Aj|U2 — A2/ii)5my] 

: [Ai/Ii4-^2^'2+^»M3 

— (^2 ^s + ^ A'2) ^ö^ a — Os i"i + ^1 /'s ) ^05/* 

— (A,/i2 + A,iuJcöSy] 12) 

Anmerkung 60. • Das Verschwinden des Zählers ist die Bedingung für den Parallelis- 
masy dasjenige des Nenners diejenige für die Recbtwinkligkeit beider Geraden. 



Aufgabe 38. Eine Gerade ist durch 
die Gleichung: 

A^^i4-A,^ + A3^ = 

gegeben, wo Ä^ = 0, -4^ = Ö, ^3 = Auflösung. Man denke sich durch 

die Gleichungen von drei gegebenen eine Ecke des aus den drei Geraden ge- 

Geraden sind, die Gleichung einer Senk- bildeten Dreiecks, etwa durch die Ecke A^ 

rechten zu jener Geraden in A^^A^^A^ eine Parallele -4D zur gegebenen Ge- 

auszudrücken. raden L gezogen, deren Gleichung dann 

von der Form A^ — fiA^ = sein wird 

(siehe Erörterung 17). Dann bedeutet /jt 

das Verhältnis der Sinusse der Winkel 

x und y^ in welche Winkel a durch 

diese Parallele AD geteilt wird (Fig. 46). 

Die Senkrechte AF zu der Geraden 

A2 — fJtA^ = durch den Punkt A 

hat eine Gleichung von der Form 

sinxf 
An — f-i, = 0, WO » = — — t\ aber da 
' ^ ' siny* ' 
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Figur 46. 




Erkl. 56. 



oder: 



oder: 



sinx __ 8in{a — y) __ 
ainy ~ siny '~ ^* 



ebenso: 



oder: 



oder: 



8in a cos y — cos asiny _ 

siny ~ ^' 

cosy . 

sm a . = uA-cos a, 
siny ^ ' ' 

u -|- cos a 

cosy = ^— . --smy: 

8in a 



smy 



sin {a — x) 



sm X sm X 

sin acosx — cos x sin x 



1 



smx 



cosx 1 , 

sm a —. = \-COS ff, 

sxnx /u ' ' 

1 + 11 cos a 

COS X = — - . stnx, 

fi stna 

Daher: 

cosx ___ \ -\- ficosa sin x 1 



cosy 



(i -|- coH a sin y fi 



, , stn x 
oder, da — . — = u: 
stny ^ 



cosx _ l + fLlCOSa 
cos y ^ fi--\-COSa 



die beiden letzteren Geraden aufeinander 
senkrecht stehen, so ist: 

sin y' sin (90 ° — y) cos y ' 

folglich ist die Gleichung von AF: 

cosx 



A,-\- 



cosy 



Ä, = 0. 



Sttl iV 

Nun ist aber, wenn . — = «. 

stn y 

cosx 1 + iw cos a 

cos y lA -\^cos a 

(siehe Erkl. 56); folglich ist die Glei- 
chung der Senkrechten: 

' pL-\-COSa 

oder: 

-^2 0< + CÖ5 «) 4- (1 -f- iU COS a) A^ = 0. 

Es ist nun ju noch so zu bestimmen, 
dass die Gerade AD oder A^ — ^ J.3 = (' 
eine Parallele zur gegebenen Geraden L 
oder Aj A^ -{-k^A^-^-X^A^^ darstellt. 

Nach Aufgabe 36 hat jede Gerade, 
welche zur gegebenen L parallel ist. 
eine Gleichung von der Form: 

Äj -4i + Xj .4j -f- A3 -4-3 . 

-\-X'{A^sina-{'A^sinß'^A^siny) = 0. 

Soll die Parallele durch die Ecke A 
des Dreiecks gehen, so muss für diesen 
Punkt ^ = -I3 = sein oder die Glei- 
chung sich auf: 

\ A^-{-yAi sina = 

reduzieren, woraus folgt: 



r = — 



Sina 



Die Gleichung der Parallelen wird also: 

^\ * ^ Stna) ' '\ ' sina f 

oder: 

Aj Sin a — \sxnß ^ 

Soll dieselbe mit A^ — 11 A^ =0 iden- 
tisch sein, so muss: 
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A3 sin a — A, sin y 

Xj sin a — A, sin ^ 
Krkl. 57. Wenn sein. 

X 8ina — i siny ^^^ oben aufgestellte Gleichung der 

^ = — i:^ina-^i sinß' Senkrechten durch Punkt A wird dem- 

so ist: ' ^ nach (siehe Erklärung 57)- 

^i+COSa= X ,cosy — X , + X,cosa ^ 

;., sin a cos a-^X^sinß cos a - ).^ sin a -\ -l ^ sin y 2 i^cOSß -\- l^COSa — l:^ ^ ' ^ 

'' " ^ Durch Beifügung einer Konstante, 

A , s/n a — Aj .«i/w ß—X^ sin a cos « 4- >t , /?/ w y coä a 

"' J^sina-k,sinß~~ ' ^ (^i «^'^* « + ^2 ^^ ß + A «"^ y) 

^*^^2^'^^* geschrieben werden kann, erhält man 

l-T-ucosa _ jede beliebige Senkrechte zur gegebenen 

^ + cosa Geraden. 

ii(s%nyco3a—s inß ) -\-X28ina^ii8inacosa Die gesuchte Gleichung ist also: 

X, (^y:^sinßc^a)^X,sinacosa--X, sina^ ^^ ^^^ COSß + \, COS a - X,) 

^^^^ ^*- — A, {X, COSy + k, COS a — X,) 

sinß ^. 8»n[180O-(« + y)] = 8m (« + y) -^ X {A, Sin a -^ A, sin ß 

""•^ . . . s -\-A,siny) = 0. 14) 

^^ ... Wendet man auf diese Gleichung und 

die Gleichung: 

sin y cos a — sin ^ = — stn a cos y, 

siny — sinßcosa == sinacosß, ^i ^i + ^2 ^2 + ^i ^s = ^* 

folglich nach Division mit sin a in Zähler und ^'^ Bedingung der- Eechtwinkligkeit an, 
Kenner: welche durch das Verschwinden des Nen- 

l+^coÄ« _ — Aj CO« y + A..- A3 cos a ners für den Ausdruck von tgv in Auf- 
~]i ^^a ' - X, COS ß l^xtcos a^\~ ' gabe^37 angegeben ist (siehe Anmer- 
kung 50), so findet man die Formel 
bestätigt. 

Anmerkung 51. Die Senkrechte durch die Ecke B des Dreiecks auf die Gerade 
Xi ^i -f- ^^2 -^2 + A3 -^3 = erhält man, wenn man in der Gleichung 14) von Aufgabe 38 
Äi = iij = setzt, dann ist: 

A^ {Xi COS j? + X2 C05 « — X3 + A s%n (i) = oder X = ■ ^ — z- . — . . 

Daher wird die Gleichung der gesuchten Senkrechten: 

^' "^nt (A3— Ai eosß^X.^cosa) -{-A^ | ^*^^- {X.^XiCOsß^XnCOSa) 
oder: — (Ai cosy + A, cosa — A^j = 0, 

^— :-ä-(A3— A., co»^ — A.jC<wa)+ " '^ |;i, (smy— stwf< cos«) -f-A.j (stn /<—my cos«) 

oder (siehe Erkl. 57) : - ^' ^*'*' ' ''"^^ +««/»<'<'«y)} = 0, 

A^sina{Xz—XiCOsß^X2COSa)'{'A^{XiSinacos{i-\-X2Sina cosy^Xy sina) =^ 0, 
oder: 

A (A3 — A| COS^— Aj COSO) —^3 (Xi— A3 C05^ — Aj C05y) =: 15) 

Analog wird die Gleichung der durch die Ecke C zur gegebenen Geraden gelegten 
Senkrechten: 

Ai{X2 — XiCOSy — XiCOSli)^A2(Xi—XiCOSß — X2COSy) — 16) 
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Anmerkang 52. Die Gleichungen 13), 15), 16) bieten ein Mittel, um die Gleichang 14) 
symmetrischer zu schreiben: Jede Senkrechte zur gegebenen Geraden geht parallel zn 
den in 13), 15), 16) dargestellten Geraden, also durch ihren Schnittpunkt, ihre Gleichung 
lässt sich also anschreiben, wenn man jene drei Gleichungen addiert bezw. subtrahiert 
und noch eine Konstante beifügt. Man kann nun die drei Gleichungen 13), 15), 16) 
schreiben : 

A, , - :r—,—Ä.- —~^—.- = 0, 



.1 



^ Xi — ^2 COSy -- Xi cosß 

1 

' ^2 ~ A3 cos a — X^ cosy 



Ä. 



X2 — A3 cos a — Xi COSy 

. _!__ 

"^ X^ — Xy^cosß — Xicosa 

1 



A3 — Ai cosß — X2 COS a 



-A-r= 



Ai — A2 COS y — A3 COS ß 



= 0, 



= 0. 



10). Dreieckskoordinaten. 

Erörterung 22. Im vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, wie die Gleichung 
einer Geraden durch die linken Seiten der Gleichungen dreier gegebenen Geraden 
ausgedrückt werden kann. Nun bedeutet aber nach Aufgabe 20 die linke Seite 
der Normalgleichung einer Geraden nichts anderes, als den Abstand des Punktes 
x^ y von dieser Geraden. Es liegt daher nahe, die Abstände eines Punktes von 
drei gegebenen Geraden direkt als bestimmend für seine Lage anzusehen, das 
rechtwinklige Koordinatensystem dabei ganz fallen zu lassen und drei gegebene 

Geraden an die Stelle der Achsen zu 
Figur 47. setzen. Nach bekannten Sätzen der Plani- 

metrie (siehe Kleyer-Sachs, Lehrbuch d. 
Planimetrie, vergl. auch die Einleitung 
dieses Buches Frage 1 — 3 und Erör- 
terung 1 — 3) ist die Lage eines Punktes 
schon durch zwei dieser Abstände be- 
stimmt, wenn man zugleich ihre Vor- 
zeichen berücksichtigt. Da aber in den 
Gleichungen des vorigen Abschnitts ausser 
den Abständen A^^ A^^ A^ keine weite- 
ren Grössen als Konstanten vorkommen, 
d. h. diese Gleichungen für J.^, ^, Ji^ 
als Variable homogen sind, so kann es 
sich im vorliegenden Falle nur darum 
handeln, das Verhältnis der drei Ab- 
stände eines Punktes von den Seiten eines 
festen Dreiecks als bestimmend für die 
Lage des Punktes anzusehen, wobei ausserdem noch jeder Abstand mit einer von 
Anfang an willkürlich gewählten Konstante multipliziert sein kann. 

Es sei in Fig. ^1 ABG ein festes Dreieck und P ein Punkt in seiner Ebene, 
ferner seien Olrj, OZ^, OL^ drei beliebig gewählte Richtungen, und durch P 
seien dazu die Parallelen gezogen, welche die Seiten BC^ CA^ AB bezw. 
in a^, 6^,, c^ schneiden. Werden die Strecken Pa^^ Pb^^ Pc^ bezw. mit Z^, Ij, k 
bezeichnet, so bestimmen je zwei der Grössen Zj, Zj, l^ oder die Verhältnisse zwischen 
diesen drei Grössen die Lage des Punktes P, zunächst für die Lage von P inner- 
halb des Dreiecks, denn .(vergl. Müller^ Konstruktionsaufgaben) es lässt sich, 




Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 



Der ansführliche Prospekt und das ansftthrliche In- 

Iialtsyerzeichnis der ,,yollständig gelösten Aufgabensammlung 
von Dr. Ad Kleyer*^ kann von jeder Buchhandlimg, sowie von 
der Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist aofgesclmitten und gut brochiert, am den ■ofortigen und dauern- 
den Gfebraach za gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigangen 
und Erklftmngen am Schlüsse desselben. 

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 8 — 4 Hefte zu dem Abonnementspreiae von 2ÖPfg. pro Heft. 

5). Die Beihenfblge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsverzeich- 
nis ist, wie aua dem Froipekt endohtUoh, ohne jede Bedeutung für 
die Interessenten. 

6). Das Werk enthält AUes, was sich Überhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster • Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisohes Lehrbuch für Schüler aUer Schulen, dai 
beste Handbuch für Lehrer und Examinatoren, das voraüglichste Lehrbuch 
nun Selbetatudiiun, das vortreflOichste Nachschlagebuch für Fachleute und 
Techniker Jeder Art 

8). AUe Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollstlndige 

Inhalts Y er zeichni 8 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



HalbjUirlich erscheinen Nachträge über die inzwischen neu erschienenen Hefte 



Druck von Carl Hammer in Stattgart. 
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I Krater TeU. 

Analytische Geometrie des Funktei 
tmd der Geraden. 
_j _ ^ Forts. T. Heft 1032. — Seite 113-228 




Aufgaben- Sammlung 



— nabst Anhängen ungelöster Aufgaben, fflr den Schul- & Selbstunterricht - 

mit 

io^ ini Eatilekliiiu dtf bnotitai Sfttie, FomelB, Eogtin, In Fn^en ind lotiorten 

erlftntert durch 

viele Eolzsclmitte & Uthograph. Tafeln, 

am allen Zweigen 

der BeolieBlnuiBty der niedermi (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen o. iphAriichen 
Mgonometrie, BynthetiBdien Geometrie etc.) o. hOheren Xailiematlk (höhere AniJysii, 
Di&rential- n. Integral-Bechnnng, analytische Geometrie der Ebene n. des Baomee etc.); — 
aoB allen Zweigen der Phjaiky Meehanik, Graphostatik, Chemie. Geeditoie^ Kantik, 
mathemat. Geegimhiey Astronende; des Maschinen-^ Strasaen», Ülsenbahn-y Wasser-i 
Brfleken- n. HedilMui's; der Kengtniktienglehren als: dantelL Geemetrley Palar- a. 

Pandlel-PerBpektiTef SehattenkanstruktlaneB etc. ete. 

f&r 

Sehfller, Stndierende, Kandidaten, Lehrer, Teehniker jeder Art, KilitftrB etc. 

lum einzig richtigen und erfoigreiclien 

Btudiiim, sor Torthfilfe bei Schularbeiten und zur ratlonellon Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben von 

Dr. Adolph Hleyer^ 

MatheiBAtiker, Tcreidttor kOolgl. prenw. VeldmoMer, yereideter groiib. heiaiioher Oeometei I. KUate 

in Trankfart a. H. 

unter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 
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Erster Teil. 
Analytische Oeometrie des Punktes und der Geraden. 

Nach System Kleyer bearbeitet von Professor H. Cranz. 

Forts. V. Heft 1032. — Seite 113— 128." Mit 4 Figuren. 

Inhalt: 
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Preisgekrdnt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieses Werk, welchem kein Ahnllekeg sur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften zu dem billigen Preise ?on 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig* 
sten and praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik y PhTsIk, 
Meehaniky math. Geographie y Istronomie, des Maseliinen-y Strassen- y Eisenbahn-, 
Brileken- und Hoehbanes, des konstrnktiren Zeichnens etc. etc. und swar in ToHstftnctig 
gelöster Form, mit Tiefen Figuren, Erklärungen nebst Angabe und Entwiekelnnir der 
benutaten SAtie, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann Yerst&ndlich sein kann, beaw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit erg&nien und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten MatheiiMttik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang Yon ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern föjr den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand dez 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungek über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehulen L und n. Ordn», gleieh- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, PriTatsehulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro« 
gryninasien, Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Torbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, Unirersitäten, Land- und Ferstwissenschaftssehnleii, 
Mllitftrschulen, Torbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Einjährig- Frei- 
willige- und Offiziers-Examen etc. 

Die Sehfller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese. Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfeiilbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüflingen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schal- 
Unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. ananwenden und praktisch zn yerwerten. Lust, Liebe 
und Yerständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in aUen Berufa- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Bachhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Bedaktion entgegengenonmien und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Bedaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stattgart. Die YerlAgsluuidliuig« 
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wenn z. B. das Verhältnis von l^ : {, gegeben ist, eine durch C gehende Ge- 
rade, ebenso, wenn das Verhältnis von ?, : Z, gegeben ist, eine durch Ä gehende 
(lerade, und da dann auch das Verhältnis von 2, : 2^ gegeben ist, auch eine durch B 
gehende Gerade angeben, auf deren jeder der Punkt P liegen muss. Die drei 
(ieraden schneiden einander in einem Punkte. Fällt man noch auf die Seiten 
die Lote Pa^ Pb^ Pc^ die bezw. mit Pj, j),, p^ bezeichnet werden sollen, so ist 
die Lage von P noch einfacher durch zwei dieser Lote oder durch das Verhältnis 
von allen dreien bestimmt, da man wieder drei durch die Ecken des Dreiecks 
gehende Geraden als geometrische Oerter für P erhält. 

Man kann somit entweder die senkrechten Abstände p^^ i?,? P% ^^^^ die 
schiefen Abstände 7^, Z,, l^ des Punktes P von den Seiten des Dreiecks als 
Dreieckskoordinaten ansehen. 

Die senkrechten Abstände p^, p^, p^ und die schiefen Abstände 2^, l^^ \ 
sind durch einfache Relationen mit einander verknüpft Sind cd^, qoj, (Dj die 
Winkel, welche die Richtungen Oii, Olr^i öL, bezw. mit den Seiten des Dreiecks 
bilden, so ist: ^^ ^ j^ ^^^^^^ ^^ ^ ^^ ^^^^^ ^^ ^ i^ ^^^^ ^^ 

Man definiert als Dreieckskoordinaten eines Punktes drei solche 
Zahlen, die sich verhalten wie die Abstände p^, p^^ j?, des Punktes von 
den Seiten des Fundamentaldreiecks, jeder Abstand multipliziert mit 
einer willkürlichen Konstante. 

Seien also x^^ ä?,, x^ die Dreieckskoordinaten des Punktes, x^, x,, k, die 
Konstanten, so ist: 



X^\ X^'* X^ Kj p^ • Xj ^2 : Kj J), 

1 1 



wo K. = 



X., = 



■^ ^l 



5tn<üi * «ewcüj 5m (u, 



2) 
3) 



oder, wenn q einen beliebigen Proportionalitätsfaktor bezeichnet: 

QX^ = x^p, \ 
^x, = x.j?2 I 4) 

Die Grössen x^, x^, x, können beliebig so gewählt werden, dass die Formeln 
möglichst einfache werden; ist Xi = Xj = x, = 1, so sind die Dreieckskoordi- 
naten direkt den Abständen i>i, p^^ Pt proportional. 









I, 



• ~v'. 



2Sl Die Grössen j?i, -P21 Ai *lso auch i^, l^^ Z, sind unter ein- 
ander durch eine Relation verknüpft, so dass die dritte durch die beiden ersten 
mitbestimmt ist: 

Ist nämlich 2 J der doppelte Inhalt des Fundamentaldreiecks , so ist nach 
Aufgabe 35, wenn man für die dort mit Ä^^ A^^ A^ bezeichneten Abstände des 
Punktes P von den Seiten Pj , Pj , p, und für die Seiten des Fundamentaldreiecks, 
welche dort mit Z^, Z2, \ bezeichnet sind, s^^ s^^^ s^ schreibt: 

2J' = 5ji>i+5,i?j+5,Ä 5) 

Sind a, /?, / die Winkel des Fundamentaldreiecks, so ist nach Aufgabe 35 : 

jPj sin « -f-pj sin ß +|>, sin y = 2 J:a 



wo 



_ 1 \/(s — s^){s — s^){s-s,) 
a^-V ^ 



6) 



1 



und5 = 2 (5i+5j + 5,). 
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Sind ferner 7<|, /«,, A, die Höben des Fuudamentaldreiecks, so ist: 

2 J = s, Ä, = Sj Äj = s, Ä,, also: 

-/).+-, -1), + -T—Pi = 2 J^ oder: 



/'. 



l'j_ , i'i , P 






7) 



Setzt man in die Relationen 5), 6), 7) die Ausdrücke 4) ein und nimmt 
Kj = jfj = K, = 1, so ist: 

iTi sin a 4" ^2 ^^^* i^ "h ^i ^*^ y == 2 tT": ^ : ff 






S) 



2 -2 "J ^ 

Mit Hilfe der letzteren Ausdrücke lässt sich für gegebene Dreieckskoordi- 
naten Xi^ x^^ x^ eines Punktes die Grösse q bestimmen und daraus die Abstände 

Pn Pi^ Vi- 

Infolge davon kann man auch ohne Weiteres die Abstände eines Punktes 
von den Seiten des Fundamentaldreiecks selbst als Dreieckskoordinaten ansehen, 
wobei man sich stets vergegenwärtigen muss, dass dieselben nicht von einander 
unabhängig, sondern durch die Gleichungen 5), 6), 7) verbunden sind. 

Erörterung 24. Aus der Definition der Dreieckskoordinaten (Erörterung 22) 
folgt, dass der Punkt, dessen Dreieckskoordinaten mx^^ mx^^ mx^ sind, mit dem 
Punkte x^, 0^2, x^ zusammenfällt. 

Für jeden Punkt auf den Seiten 5(7, (7-4, AB des Fundamentaldreiecks 
ist bezw. l?i = 0, ^2 = 0, |>, = 0, folglich auch nach Gleichung 4): a;^ = 0, 
a?2 = 0, a?, = 0, daher kann man: 

a?i = als Gleichung von BC \ 



ansehen. 



x^ = 
a-, = 



r 



r 



CA 
AB 



\ 



9) 



Figur 48. 




Für die Ecke A des Fundamental- 
dreiecks ist m = , jj), = , |>i = Aj , 
folglich: 

x^ beliebig, x^ = 0, rr, = 0, 
ebenso für Ecke B: 

x^ = 0, x^ beliebig, x^ = 0, 
für Ecke (7: 

x\ =L 0, x^ = 0, x^ beliebig. 

Nach den in Erörterung 1 6 gemachten 
Festsetzungen ist für einen Punkt 1* 
innerhalb eines Winkels das Verhältnis 
seiner Abstände von den Schenkeln positiv, 
wenn der Koordinatenanfang sich inner- 
halb des Winkels befindet. Setzt man 
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also Yoraus, dass sich der Koordinatenursprung eines rechtwinkligen Systems 
innerhalb des Dreiecks befindet, so ergiebt sich unter Berücksichtigung von 
Figur 48 für die Vorzeichen der Dreieckskoordinaten a;^, x^^ x^ im Dreieck und 
seinen Nebenräumen I, II, III und Scheitelräumen 1, 2, 3 folgendes Schema: 





X, 


«, 


»3 


»1 




a?, 


Dreieck 


1 

; + 
+ ■ 


+ 
+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


Scheitelraum 1 


— 


+ 
+ 


+ 


Scheitelraum 2 







Scheitelraum 3 




+ 


+ 


Nebenraum I 


+ 
+ 


+ 

1 


+ 


Nebenraum II 


+ 


Nebenraum III 


+ 






1 







Die Vorzeichen der Verhältnisse 



X, 



X. 



X, 



X2 Xm Xm 



sind in den Scheitelräumen 



und den gleichnamigen Nebenräumen dieselben. Die Entscheidung darüber, in 
welchem beider Räume der Punkt liegt, hängt von der absoluten Grösse der 
Verhältnisse ab. 



Aufgabe 39. Die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten x, y eines Punktes und die 
Gleichungen der Seiten des Fundamental- 
dreiecks sind gegeben. Seine Dreiecks- 
koordinaten in Bezug auf dieses Dreieck 
anzugeben. 



Srkl. 58. In den Gleichungen der Seiten 
des Fondamentaldreiecks sind statt der früher 
angewendeten Buchstaben p^, pj, p^ für die 
Normalen vom Koordinatenursprung ans die 
Grössen g,, g,« 9s gewählt, um eine Verwech- 
selung mit den Abständen des Punktes Xy y 
von den Seiten des Fundamental dreiecks zu ver- 
meiden, welche in Erörterung 22 bis 24 mit 
Vu Pii Pi bezeichnet wurden. 



Auflösung. Die Gleichungen der 
Seiten des Fundamentaldreiecks seien 

a). in der Normalform gegeben: 
-4i = xcosa^ -^ysiJia^ — q^ = 

Ä^^ X cos «2 + y w« «2 "" ^2 =^ ^^ 
Ä^ = x cos «3 + y ^n ttj — 23 =0 

(siehe Erklärung 58). 

Nach Aufgabe 20 sind die Abstände 
des Punktes x, y von diesen Geraden, 
oder die Grössen p^^ p^^ Pi von Erörte- 
rung 22 und 23 gleich den linken Seiten 
dieser Gleichungen, folglich unter Be- 
rücksichtigung von Gleichung 4): 

()X^^ z=.xcosa^-\-y sin aj — q^ 

(jX2 = xcosa2-\-ysina2 — Qz ] . . 10) 

^0:3 = x€OSai-\-y sin a, — g, , 
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wobei die Konstanten k^, Xj, k, = 1 an- 
genommen sind. 

b). Liegen die Gleichungen der Seiten 
des Fundamentaldreiecks in der allge- 
meinen Form vor, bezogen auf das recht- 
winklige System: 

so ist nach Aufgabe 21: 

—p, = -^^— ^-J^-^ etc., 

Erkl. 59. Nach Aufgabe 20 und 21 ist der f^i^üpV, . V i "r i 

Abstand eines Punktes a, b von der Geraden *"^ö"^"- i_ r> i_ n 

X cos a -{- y sin a — j) = im rechtwinkligen „ :4l_? "t^* _?JX » 

System: . ^ _ . _ (^ ^i — »«i n/ . 2 1 ß 2 ' 

— {a cos a -\- sin a -^ p); V -^i r ^i 

der Abstand des Punktes a, & von der Geraden Wählt man nun die willkürlichen Kon- 
-rla; + 5y-fC=0 im rechtwinkligen System: stauten Xj, Xj, Xj SO, dass: 

der Abstand des Punktes a, & von der Geraden »^2 = V -^2 "4" -^2 i * ' ' ' 

AX'\-By + C = im schiefwinkligen System : - /- j 2~l~^irT j 

po;, =Ä^x-\-B,y-\-C\ \ 

c). Sind ^, y die schiefwinkligen Ko- 
ordinaten des Punktes in einem System, 
in welchem die Seiten des Fundamental- 
dreiecks die Gleichungen J-^ a: + J5i y 
+ Gl = etc. haben, so erhält man für 
die Dreieckskoordinaten dieselben Aas- 
drücke wie in 12), wenn man die will- 
kürlichen Konstanten so wählt, dass: 

X, = YÄj+Bi' — 2Ä^B^cosiD[ 13) 

K3 = Yä, » -flB^^ — 2 Ä^ JB, cösi ! 
(siehe Erklärung 60). 

Anmerkung 63. Nach Erörterung 22, Gleichong 3), sind die Grössen xj, k,, x, die 
Reciproken von Sinussen, müssen also notwendig grösser als die Einheit sein; wenn nun 
von den Wnrzelausdrflcken in 11) und 13) der eine oder andere < 1 wEre, so könnten 
alle Wnrzelausdrücke mit einer solchen Konstanten multipliziert werden, dass die Pro- 
dukte sämtlich > 1 würden. Diese Produkte würden dann = x^, X2, x, gesetzt, und der 
konstante Faktor würde in den Proportionalitätsfaktor q eingehen. 
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Aufgabe 40. Die Dreieckskoordinaten 
y^ y^i Vi eines Punktes P und die 
Gleichungen 

-A3 a; + ^3 y 4" Ci = Auflösimg. Man wähle nach Auf- 

der Seiten des Fundamentaldreiecks, be- ^^^ ^^' 

zogen auf ein rechtwinkliges System, sind ^ = Va ' + B~^ \ 

gegeben, ' _! ' f 

Die rechtwinkligen Koordinaten a?, y «2 = V^2* + ^2' 1 ^*^ 

des Punktes sollen gesucht werden. __ VX^MTB^ ) 

und bestimme drei Grössen x^^ x^^ x^ 
so, dass sie sich verhalten wie die Ab- 
stände des Punktes von den Seiten des 
Fundamentaldreiecks, also : 

^2 = y2-''*2 15)^ 

^3 = Vi •• «3 * 

und bestimme die Grösse q aus der 
Gleichung (siehe Erörterung 23): 

— = ^-- -4- ^- + ^^ 16) 

ErkL 60. Um die Grössen ä., ä,, ä, zu be- (» Aj "" Äj Ä, .... ) 

rechnen, kann man nach Aufgabe 4 das recht- , , x t tt-i. j -ci j 

winklige System so drehen und verschieben, ^^ Ä^, Ä,, Ä, die Honen des Jbunaa- 
dass die Xachse der Reihe nach mit jeder der mentaldreiecks bedeuten. Dann erhält 
drei Seiten des Fundamentaldreiecks zusammen- man die Abstände p.^ p., p^ des Punktes 

ÄÄirbet.ÄÄ ^''"'*' '" r Ä ^'^l i^ Fundamentaldreiecks 

durch Multiplikation der Grossen x^^ x^^ 
Xi mit Q. 
Es ist somit: 



I 



QX, = A,x + B,y-{'C, 

üx^=: A^x-^-B^y-^-C^ }• • • ^^^ 
QX^ = A^x-^-B^y-^C^, ] 

Dies sind drei Gleichungen für die 

zwei Unbekannten x und y, diese Ueber- 

ErUL 61. Aus den Gleichungen 17) folgt: bestimmung ist jedoch nur eine schein- 

rr, A^x-^B^y + c h2iTt, da zur Berechnung von q aus 

~x: " ~Ä^xA-B\yA-c~' Gleichung 16) die Grössen \, ä,, ä, 

. /.In I^ gebraucht werden und diese von den 

■?- = AxXBlt ^' Koeffizienten A,, A,, -4., J?„ J?„ JB„ 

o. * .. ^»f + ^»y + ^3 ^ (7 (j abhängen. 

v^ronet man diese Gleichungen nach x und y, i., , • j 1. 1. 1. i 

80 erhÄlt man nach einigen Umformungen die ^^^ ^*^^ jedOCh, auch ohne f) vorher 

Gleichungen 18) für x und y. Setzt man dann ZU berechnen, x^ y, q direkt aus den 
diese VVerte in eine der Gleichungen 17) ein, Gleichungen 17) bestimmen (siehe Er- 
80 erhftlt man die Gleichung 19). klärung 61). 

Das Gleichungensystem: 
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A^x-\-Bjy — px., = —Ct 
Ä,x-\-B^y — QX^ = — Ct 
giebt aufgelöst: 

X. (.B, C; - B, C,) + X, {B, C ^ -B,C,) + X , {B, C, - B , (7.) 
x,iA,B,-A,B,)-{-x,{Ä,B,-Ä,B,) + x,{Ä,B,-A,B,) f 

_ x,{c^, _ ^^2±5i^._4L-A^sH-3 ((^^A - ^ c-.) i 

•^ X, {A, B, - A, B,) -{- X, {A, B,-A,B,)-^ x^Ä, B, -A,B,)'l 

_ Cj iAS,-A s,) + c^ (A s, -A, B,) + fi (A ^, -^, -B.) 



18) 



e = 



x,(^J?,-^,B,) + a;,(^,5. — A2f,)+a;3(.4,if,-^£,) 



19) 



Anmerkung 54. Die Yergleichung von 16) und 19) giebt für h^, A,* ^s folgende 
Ausdrücke: 

wo: B = C,(Ä2B,-^Ä,B,)-^CAA^i'-A^z) + C,(A,B.^A,B,). \ 

Das gleiche Resultat erhält man auf dem in Erklärung 60 angegebenen Wege. 



Aufgabe 41. Die Gleichung der Ver- 
bindungsgeraden zweier Punkte in Drei- Auflösung. Nach Erörterung 18) ist 
eckskoordinaten aufzustellen. die Gleichung jeder Geraden in der Form: 

darstellbar, wenn J.i = 0, ^ = 0, -i, = 
in abgekürzter Form die Gleichungea 
dreier Geraden bezeichnen. Sind diese 
Geraden die Seiten des Fundamental- 
dreiecks, so sind -4^,^,-4, die Dreiecks- 
koordinaten, ersetzt man die Grössen l 
durch a, so erhält man somit als Glei- 
chung irgend einer Geraden: 

Erkl. 62. Die Elimination von (i|, a^, a, aus ^^ a?^ + «2 ^2 + «3 «3 = Ö. . . . 21) 

den drei gegebenen Gleichungen geschieht so: Sind nun y., y«, v, und s., z., h 

MultiphHere Gleichung ^j DreieckskoordinateA der beiden ge- 

mit ;i, Gleichung III mit u und addiere, so er- . v.v.ao«vvi«*iac*^,^« yx^,, u^iuv^i © 

hält man: gebenen Punkte, so müssen dieselben, 

«r^-l>^«_l_..•^_l-^/^_J-l*, _L •\ M* Stelle der laufenden Dreieckskoordi- 
«. (^t + Ayt+M^i) + ^(^2+^y2 + ^r,) ^^^^^ .^ 21) eingesetzt, dieselbe erfüllen, 
-h »3 («, -f Ay, -h ^^,) - 0. jj^jj ^jj.^ ^^j^^^ ^.^ Gleichung der Ver- 
setzt man: bindungsgeraden der Punkte y und s 
a?2-+-^y2 + i»*^2 = 0, erhalten als Resultat der Elimination 
^i-\-^y% + ^h = 0, von tti, ttj, ttj aus dem System von 
Bo ist: Gleichungen: 

, Xn Zit — X% Zl IIa 

" ~ 7t^, - j^^' "' *' + "''*' + «' ^» = 0' 

= _ »,y,-a!,y,. «i ^i + «I ^2 + «j y, = 0, 

'* y3«3 — ys«j' a, ir, + aj^j + a,^, = 0. 
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dann ist aber auch a^(xi-\- Xyi-h fiZi) = Nämlich: 

oder ar, + Ay| + ^^i = 0; durch Einsetzen 

der gefundenen Werte von l und ,u erhält man :z?i (^2 ^z — ^3 -^2) + '^2 {llz ^\. — Vi ^1) 

Gleichung 22). + ^^ (y^ ^^ _ y^ ^J = . . 22) 

(siehe Erklärung 62). 



Erörterung 25. Um die geometrische Bedeutung der Konstanten a^, a,, a, 
in der Gleichung Oj x^ + «2 ^2 + ^3 ^3 =0 der Geraden kennen zu lernen und 
daher die Gerade aus ihrer Gleichung zu konstruieren, setze man tr^ = 0, so 
ergiebt sich für den Schnittpunkt der Geraden mit der Seite BG des Funda- 
mentaldreiecks die Bedingung: 

ttj x^'\-a^x^'= oder x^:x^=^ —a^ia^. 

Ebenso ergiebt sich für den Schnittpunkt der Geraden mit der Seite CA 
des Fundamentaldreiecks x^:x^=^ — a,: a^. Man hat also auf BG einen Punkt 
zu suchen, dessen (gerade oder nach bestimmten Richtungen genommene schiefe) 
Abstände von den beiden andern Seiten das Verhältnis — 03:0, haben, ebenso 
auf CA einen Punkt, fürweichen das Verhältnis der Abstände von BCxjltlA AB = 
— «3 : ttj ist Die Verbindungsgerade ist die Gerade aj Xi + «j a^j + a^ x^ = 0. 

Aus Erörterung 19) und 22) folgt, dass die Gleichung: 

^i ^i + ^2 ^2 H~ ^3 ^j = ^ 23) 

die unendlich entfernte Gerade bedeutet, wobei die 5j, ^j, s^ sowohl die 
Seiten des Fundamentaldreiecks als die Sinusse ihrer Gegenwinkel bedeuten können. 
Ebenso folgt aus Aufgabe 36, dass die beiden Geraden: 

«i ^i + «2 •^2 + «a'i?3 = und i 24) 

a^ ^i + a2 iCj + ^a-^j + ^C^i ^1 + ^2 ^2 + ^3^*3) = 
parallel sind. 



Aufgabe 42. Die Gleichung der Ge- 
raden in Dreieckskoordinaten aufzustellen, Auflösung. Nach Aufgabe 39, Glei- 
welche durch den Punkt yj, ^3, y^ geht chung 14) ist die Gleichung einer be- 
und zur Geraden tti a:^ +^2 "^2 + ^3 -^j = liebigen Senkrechten zur gegebenen Ge- 
senkrecht steht. raden: 

63 x^ — 62 ^j + A (vCj sin a-\-x^ sin ß 

4- x^ sin y) = 0^ 

wenn man zur Abkürzung: 

6j = a^ cos ß -f- aj cos a — a^ 

6j = aj cos y — ^2 "4" ^3 cos a 

setzt. 

Soll die Gerade durch den Punkt 
^n 2^21 Vi hindurchgehen, so muss: 

h yz—hVi-^^ii/i sin a + y^ sin ß 

+ y,stnr) = 
sein oder: 






^^Vz — hVi 



y^ sin a + j/j sin ß-^-y^ sin y ' 
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ErkL 63. Der Koeffizient von x^ ist: 

der Koeffizient von jc, ist: 

— sin ß (6, y2 — ^2 yj) + ^3 (y i «tn o + y^ sin ß + 
y, sin y) = y^ . 63 «n a + y, (6, «tn y + 62 »»"** ft > 
der Koeffizient yon x, ist: 

— sin y (63 y, — b^ y^) + 62 (yi «»w « + 3/2 «»^ /* + 

Unter Einsetzung der Werte für b^ und &, 
wird: 

62 »»w ^ + ^3 sin y = Ol co« 7 sin ß'\-ai cos ß sin y 
•■j-a2Cosasiny — a, nn/9 4" A3 cosasinß — a, «iny. 

Aber: 

sin ß = Äin (« 4- y) = ^w « c^* y -H cos « stw y, 
sin y =z sin (a-\-ß) = sma cosß'\- cosasinßy 
sin a = sin(ß + y) = sin ß cosy-f- cosß sin y, 

daher: 

dj sin ß-^-b^siny = Oi sin a — a, sin a cos y 

— O3 sin a cosß» 
Setzt man also: 

bi = — ai-\-a2C08y-{'a^co8ß, 
so ist: 

62 sm /9 -|- &3 sin y = — b^ sin o. 

Daher ist der Koeffizient yon x^: 

— sin 0(63 yj — ^jy,), 
der Koeffizient von X2: 

— sin a (61 yj — 63 yi), 
der Koeffizient von x^: 

— sin a (6, y^ — &i y,). 



iCj, x^ 



Daher wird die gesuchte Gleichung: 
{h,X2 — b2a!^)(y, sina-i-y^sinß 

+ Xj sin ß-\-x^ sin y) = 0. 

Wenn man diese Gleichung nach x^, 
ordnet (siehe Erklärung 63), so 
erhält man nach verschiedenen Unifor- 
mungen und Division durch sin a: 

-^^A^Vv-hy^) = 0, 25) 
wo: 

61 = — 01 + ^2 <^osy-\- a, cosß \ 

6j = a^ cos y — a^-j-a^cosa ( • • 26) 

6^ = a^ cosß-^a^ cosa — a^. ] 

Damit ist die Gleichung der Senk- 
rechten auf eine symmetrische Form ge- 
bracht (vergl. Anmerkung 52). 



Aufgabe 43. Die Dreieckskoordinaten 
des Schnittpunktes zweier Geraden: 

«l ^l + «2 ^2 + «8 ^i = Ö, 
*1 ^l + ^2 ^2 + ^ ^8 = ö 

ZU berechnen. 



Erkl. 64. Die Auflösung des nebenstehen- 
den Systems von drei Gleichungen ersten Grads 
geschieht entweder mit der B^zoutschen Me- 
thode wie in Erklärung 62 (siehe Prange, Lehrb. 
der Gleichungen ersten Grades mit mehreren 
Unbekannten) oder mit Hilfe der Determinanten 
<siehe Weichold, Die Determinanten und deren 
Anwendungen). 



Auflösung. Man kann entweder die 
beiden Gleichungen der gegebenen Ge- 
raden durch x^ dividieren und dieselben 

X X 

dann nach den Unbekannten -^ und — 

auflösen, oder x^, x^^ x^ als Unbekannte 
ansehen, dann aber als dritte Gleichung 
eine der Gleichungen 8) hinzunehmen; 
also hat man das System aufzulösen: 

ttj Xi + «2 ^2 + ^3 ^8 = ^t 
h, X, + &2 ^2 + h ^8 = 0, 

2J 



$^ Xi -f- ^2 ^2 r ^3 ^8 

Die Auflösung giebt: 



o 
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27) 



QX^ = 2t7'(a5 6i — öi^i): -S 
p a?j = 2 «/"(Oj 62 — ^2 ^1 ) • -^1 
wo: 
R = 5,(026,-0,62) 

+ «2(03^ — «i&8) + «s(ai^ — «2^)- 

Die Auflösung ist nur dann möglich, 
wenn der Ausdruck R nicht = ist. 
Lässt man diesen Fall ausser Betracht, 
so kann man den gemeinsamen konstanten 
Nenner mit dem Projektionalitätsfaktor 
verbinden und hat daher als Dreiecks- 
koordinaten des Schnittpunktes einfach: 



^2 = «3 *i — «1 6| [ 



28) 



Anmerkung 55. Wenn der Ausdruck R in Gleichung 27) = wflrde, so wäre 
^ x^ =^ QX^ = {}^x = cc, die gegebenen Geraden wurden somit parallel sein, und die 
Grleichnng JS = würde die unendlich entfernte Gerade bedeuten. 



Aufgabe 44. Die Entfernung einer 
!Ecke des Fundamentaldreiecks von dem 
Punkte a?4, x^^ a;, zu berechnen. 

Figur 49. 




Erkl. 65. Ein in der Lehre von den Trans- 
versalen Tielfach angewendeter Satz (siehe 
Kleyer, Lehrbuch der ebenen Trigonometrie, 
Erkl. 317) heisst: 

Ist t das Stück einer Ecktransversale eines 
Dreiecks von der Ecke bis zur Gegenseite, a 
die Gegenseite, h und e die beiden anderen 
.Seiten, p und q die Abschnitte auf a und zwar 
p an c, g an 6, so ist: 



Es mögen die willkür- 
lichen Konstanten k^, m,, x, gleich der 
Einheit, also die Dreieckskoordinaten pro- 
portional den Abstanden von den Seiten 
des Fundamentaldreiecks angenommen 
werden. 

Der Punkt P sei mit Ecke Ä ver- 
bunden, ÄP = dj, PQ^ = QX^^ PQ2 = 

QX^y PQ^ = i)X^ (siehe Erörterung 22). 
Man verlängere ÄP bis zum Schnitt mit 
BC in D, dann ist nach dem bekannten 
planimetrischen Satze von Stewart (siehe 
Erkl. 65): 



Z5^ _ 

ÄG\BD^äB\CD^BC.BD.CD 

BC 

oder, wenn man die Seiten des Dreiecks 
mit Sj , Sj 1 ^1 1 die Transversale AD mit t^ 
die Abschnitte BD bezw. CD mit p 
und q bezeichnet: 

__ s.^.p + $^\q — s,pq 



t,^ = 



s. 



. . . 29) 



Nun ist aber (siehe Figur 49): 
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t2 = ^^J't^ll^J^l^. 

a 

(Den Beweis siehe am angeführten Ort.) 



ErU. 66. Es wird : 



DF 
BD - ^\, CD - 


DE 

UI 

stnj 


DF X, ., 
DE = ^^ daher: 




BD DF.siny 
CD ~ DE.sinß ~ 


«, sin r . 
XjSin^' 



^ Ms|(«2^J+«3«2)(«2^2 + «S«8)--*l'^2«3] 



oder, da sm ;» : äiw ^ = 53 : 5, : 
JB2) ^3 X3 



CD 



Sn JCt 



^ VsJs2^2^1V«25tV3^.3+V35j'+^^ aber da BD-\-CD = BG = s^^ so ist: 

(^2^2"i"*3^3)' 

*,*,[a;,a:,(V+Ss'-»i*) + »,»,(x,'+«,')] ^S" = ^ 1 

= (^I+i;^' • -^^ «,.r, + «,a;, 



BC 

CD ^ 

5C ~ SjXj4-«jJ;, 



^f» »V 



■» »v-» 



, also: 



Erkl. 67. Aas Fig. 49 folgt: 

PB : AD = P^i : ^H oder: 
ti — ffj: fi = pÄ"! : ^i, oder: 



P = 



(Z = 



^l ^3 *^3 



^2 •^2 l~ ^3 ^a 



0. 04 ^^2 



30) 





-1_ P'i . 




aber nach Erörterung 23, Gleichung 8) 


ist: 


(iXi = 


2/ar, 

«i a?i 4- Sj arj -h «3 0*3 ' 




femer ist h^^ = 


, folglich: 




QXi 

daher: 


^i a:i + «j or, -h «3 a-3 ' 




1 (»^1 


— __ 3^2 + h^2 





^2 '^2 \ ^3 "^3 

Setzt man diese Worte in di^ Glei- 
chung 29) ein, so erhält man nach 
einigen Umformungen (siehe Erkl! 66): 

s.,s, [a'^x^ (52» + ^3" —^^") + ^2^3(^2' + '^3')] 

{S2 0-2 -\- s^ x^y ... 31) 

Nun ist aber (siehe Erkl. 67): 
d^ = t,(^l—^^'^ oder: 
j __ ^(f i?i_i.^3 ^Q_^ 32) 

^l *^l I ^2 **''2 I ^3 *^2 



ErU. 68. Nach einer bekannten trigono- folglich: 

metrischen Formel (siehe Kleyer, Lehrb. der , ^ 

ebenen Trigonometrie, Formel 248) ist: ^i — 

8i = 2rsina, s, = 2rÄmft 8^ = 2r«ny, Vs [^2^3(^2*4-^3' — *\')!+ V3(^2' + '^3')j 

wo r den Umkreishalbmesser bedeutet. 

Ersetzt man daher überall ausser im Pro- 



{SiX^-\-S2X2+s^x^y . . 33) 



dukt 82 «s die Seiten durch die Winkel, so hebt Dieser Ausdruck lässt sich noch etwas 
sich der Faktor (2 r)^ heraus. j^^^^er schreiben, wenn man statt der 

Seiten die Winkel einführt (siehe Erkl. 68). 

Man erhält zunächst: 

7 2 _ ^2^2 (stn^ß-\-stn^y'-mi^a)-\'(x2^-{- x^^)$inß$i nj 

^ ' ' {XiSina'j'X2sinß-\-x^siny)^ 
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Erkl. 69. Eine trigonometrische Formel lautet aber nach bekannten Formeln der Go- 
(8ieheiCZeyer,Lehrb.d. Goniometrie, Formel 287): niometrie (siehe Erkl. 69) ist: 

sm^«-t-«nV-*w»y = 2 sin a sin ß cos y, ^m'iS + sin»/ — ^m^a = 2sinßsinjC0Sa. 

« + /f + y = l80». Folglich ist: 

"~ {x^sina'\-'X^sinß-\-x^sinyy 

Multipliziert man in Zähler und Nenner 
mit 5^ ^ so erhält man im Zähler : 

s^S2S^sinßsiny = s^s^stny.SiS^sinß = ieT* 
ErkL 70. Ein trigonometrischer Satz lautet: ^J 

Der doppelte Inhalt eines Dreiecks ist gleich (siehe Erkl. 70). Folglich ist, da -— = Ai : 
dem Produkt zweier Seiten, multipliziert mit ^i 

dem Sinns des Zwischenwinkels (siehe Kleyer, , -/ — r— j rT~ö 

Lehrb. d. ebenen Trigonometrie, Formel 133). ^ __ ^V ^ 2 +^'3 -+- ^^Vz^^COSa 

^ x^ sina -^x^sinß -{-x^ sin y 



^ __ 'H V ^3 T^i — r-^^ s^i^^^p ' 34\ 



Xy sin « + üCj sin ß-^^x^siny 



Xi sin IX + tVj sin ß-j-x^ sin y 



Aufgabe 45. Den Abstand einer Ecke 
des Fundamentaldreiecks von einer ge- Äuflösnng. Wenn die Gleichung der 
gebenen Geraden zu berechnen. gegebenen Geraden: 

»i^i + öja^j + ajO?, = 

ist, so ist nach Aufgabe 42 die Gleichung 
der Senkrechten dazu, welche durch die 
Ecke A geht, von der Form: 

b^x^ — b^x^ = 0, 
wo: 

6j = a^ cosy — aj + 03 cos a 

63 = ttj cosß + a, cos a — a, . 

Den Schnittpunkt der gegebenen Ge- 
raden und der von der Ecke Ä auf sie 
gefällten Senkrechten erhält man, wenn 
man in den Gleichungen 28) von Auf- 
gabe 43 b^ durch 0, b^ durch &, , b^ durch 
— 6j ersetzt Es wird dann: 

•^i = — K&2 + «3^) ] 

jCj = ttj 6, ^ . . . . 35) 

Setzt man nun diese Grössen in die 
Gleichung 34) von Aufgabe 44 ein, so 
erhält man den gesuchten Abstand, 
nämlich : 
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r, = 



a,Ä,V&j' + ^* + 2&26jC0*« 



bj{a^sinß — a2Sina) -j-hzi^i^^^Y — a^sina) 

wo &2 ui^d &, die oben angegebene Be- 
deutung haben (siehe Erkl. 71). Dieser 
ErU. 71. Der Nexmer im Ausdruck 36) Ausdruck lässt sich bedeutend verein- 
wird zunächst: fachen (siehe Anmerkung 56), es wird: 

Durch Vereinigung der mit &j und der mit *'i ^^ ~^~~ 
&3 multiplizierten Glieder erhält man den neben- 
stehenden Nenner. öfj Ä^ f 

It 

' ^ R 
wo: 

R = y ei^ 2 -|- dj ' + ttj ' — ^a^a^cosy — 2a^a^cosß — ^a^a^cosy. 38) 






Anmerknng 56. Setzt man in die Gleichung 36) von Aufgabe 45 die Werte: 

ein, so erhalt man sowohl in der Grösse unter dem Wurzelzeichen des Zählers als im 
Nenner nur Glieder, welche mit a^}^ a2^ a3^ 2a^ai, 2010,, 2020, multipliziert sind. 
Die betreffenden Koeffizienten sind in folgendem Schema enthalten: 

Ausdruck unter dem Wurzelzeichen im Zähler: 



Koeffizienten von: 


ai' 


«2* 


03* 


2ata2 


2a,a, 


2 0^03 


aus &3': 


-{-COS'^y 


+ 1 


+ e<w'a 


— cos y 


— cosa 


"^COSaCOSy 


aus 63': 


+ C08^ ß 


-{-cos^a 


+ 1 


-\-cosa cos ß 


— cosa 


— COS(i 


aus 2 }>2 \cosa: 


-\-cosß , 

COSy . C08a 


— 2c08^a 


— 2c08^a 


-{-cos^acosy 
— cosßcosa 


-\-C08a 
-j- cos* a 


— cosa COSy 
-{-cos^acosii 

















Nenner: 



«r 



o.« 



Ö3' 



«l«2 



a,a, 



«2 03 



+ sin ß cos y 



— sin ß \ -^ cosa sin ß 



-}- sin a 



-f- cos ß sin y 



— sin a cos y 



-^sina 



+ cos « sin y — sin y 



— sin a cos ß 



— sin acosa 



— sinacosa 
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Im Zähler wird der Koeffizient von a^^: cas^ ß-^cos^y -^2 008 ß cos y cos a nach einer 
gonioni einsehen Formel (siehe Kleyer, Lehrb. d. Goniometrie, Formel 288) = 1 — cos"^ a 
^^sin^a. Die Koeffizienten von a^^ und a,' sind 1 — cos'^a = sin^a. Der Koeffizient 
von2aia2ist — cosy(l — cos^a) = —cosy ,sin^a, der von 20^03 ist: — co5« (1 — cos'a) 
= — cosa.sin^a, der von 2a^a^ ist — cos ^(1— cos'a) = — cosßsin^a. 

Im Nenner ist der Koeffizient a^^: 

sin ßcosy-{-cosß sin y = sin (ß + 7) = sin [180^ — ^ + y)] = sin «; 
der Koeffizient von 0^02 ist: 

— sinß — sin a cos y -\- cos a sin y = — sin (a + y) — sinacos y-^-cosa sin y = 
— sinacosy— cosa sin y — sin a cos y -^^ cos a sin y =^ — 2 sin a cos y. 
Der Koeffizient von a^ a, ist: 

cos a sinß — siny — sin a cos ß = cosasinß — sin(a-\-ß) — sin a cos ß = 
cosasinß — sinacosß — cos a sin ß — sin a cos ß = — 2sinacosß, 

Daher fällt aus dem Ausdruck unter der Wurzel im Zähler der Faktor sin^a^ aus 
dem Nenner der Faktor sin a aus, und die restierenden Ausdrücke sind einander gleich^ 
womit die Gleichungen 37) und 38) bewiesen sind. 



Aufgabe 46. Den Abstand eines ge- 
gebenen Punktes von einer gegebenen Auflösung. Die Dreieckskoordinaten 



Geraden zu berechnen. 



Figur 50. 




des Punktes P seien ^1,^2*^31 die Glei- 
chung der gegebenen Geraden sei L. 

a, x^ + «2 ^2 + «3 ^3 = 0. 

P \yerde mit A verbunden und von 
P und A auf die Gerade die Lote r 
und Tj gefällt, dann ist: 

r\r^ = PEiAE, 

v^renn JE der Punkt ist, \yo die AP von 
L geschnitten \7ird. 

Die Gleichung von AP ist: 

• x,y, — x,y2 = 

[siehe Aufgabe 41, Gleichung 22)]. 

Daher sind nach Aufgabe 43, Glei- 
chung 28), die Koordinaten desPunktes E: 

^l = — («2^2 + 0893) 
^2 = «1 ^2 

^Z = öi^s- 

Fällt man von A^ JE, P auf BC die 
Senkrechten AH, EK, PM, so ist nach. 
Erörterung 23, Gleichung 4) und 8): 



EK= - 



Zy , J 



S^ Z^ + «2 ^2 + ^3 ^J ' 
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Krkl. 72. Es ist: 



2/1 



a? y? + «s Vi 



- 



+ 



^2 (öl «2 — «2 «1) + y» («l *S — «3 «l) 



Vi 



«iVi + hyz+S: 



3 ^3 J 



Bringt man diesen Ausdruck auf gleichen 
Nenner, so wird der Zähler: 

(oj yi 4- «3 ^3) («i yi + «2 y2 + «3 ys) 

+ yi y2 (fli«2 — «2«i)+yi y3 («i «s — «3 «i) = 

«iyi(a2y2+«»y3— «2y2— «sys) 

4- «2 y2 («2 y2 + «3 ys + «i yi) 

+ «sy3(«2y2+asy3+«iyi) = 

(«2 y2 + «3 Vi) («1 yi + öj y2 + a, yj). 
Der Nenner ist: 

(«i yi + «2 y2 + »3 ys) [y2 («i «2 - ^2 «1) 

+ y3(«l«3 — 03«l)]- 

Ferner ist: 
J ii ^ 

«I Sj 5j + ^2 ^2 + *3 ^3 

j _ 1 ^_iPi_+ ^iy^_ 

*i y2 («i «2 — «2 h) + ys («i «3 — «3 «i) * 

Wenn auf gleichen Nenner gebracht, wird 
der Z&hler: • 

yj (at S2 — 02 «4) + ys («i «3 — fls »i) 

-t- «i (^2 y2 + »3 ys) = «i «2 y2 — ^2 »1 y2 
+ öi«3y8 — ^3*iy3+«2«iy2+«3«iy3 = 

Ol(«2y2 + «8y3)- 

Der Nenner ist: 

«l [y2 («l »2 — «2 «l) -h ys («l «3 — «3 »l)]- 



PJlf = 



y,.2J 



und 



Siyi+s^y^'\-s,y, 



r : r, = PE: AE = EK—PM: AH^EK, 
oder: 



r:f\ = 



y» 



s,z, + ^2^2 + ^3 ^3 5iy, 4- Äjyj +.S.V 

^i ^i ^i "i ^2 ^2 I ^s*; 

WO für js^^ ÄTj, jer, die oben gefundenen 
Werte einzusetzen sind. 

Man erhält nach den nötigen einfachen 
Umformungen den Ausdruck (siehe Er- 
klärung 72): 

• ' ' s,y,'\-s^y^ + s,y, 

. Oi(«2y2+^s!/J 



Folglich : 



7' == 



^^i öi»i + Ö2y2+«sy3 



a. 



39) 

^1^1 + 52*2 + ^32/3 

Setzt man hier den Ausdruck für r^ 
aus Gleichung 37) ein und bedenkt, dass 
s^ Ai = 2 J ist, so wird: 

r = 

2J 



^iyt+«2y2 +fl3y5 40^ 

«iyi+«2y2+«32/3 * -B 

dabei hat 12 den in Gleichung 38) an- 
gegebenen Wert 
Die Grösse 

2J 

\yi+^2y2 + «3y3 

wird der Einheit gleich, wenn y^, y,. Vj 
die Abstände des Punktes P Ton den 
Seiten des Dreiecks selbst bezeichnen 
[siehe Erörterung 23, Gleichung 8)]. 

Das negative Vorzeichen in Glei- 
chung 39) bedeutet, dass Punkt P sicli 
auf der entgegengesetzten Seite der Ge- 
raden befindet, als die Ecke A, man 
kann es wegbringen, wenn man das Vor- 
zeichen der Quadratwurzel E so wählt, 
dass diese das entgegengesetzte Zeichen 
wie a^ y^ + «22/2 + «s 2^3 bekommt. 
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Aufgabe 47. Den Abstand zweier 
durch ihre Dreieckskoordinaten gegebenen 
Punkte zu berechnen. 



Figur 51. 




Auflösung. Man ziehe durch die 
Punkte P und Q zu den Seiten CA und 
AB des Fundamentaldreiecks (Fig. 51) 
die Parallelen: Pm^, J?»Wj, Qn^, Qii^ 
und die Senkrechten : Pp^ , Pp^ ^Qq2tQQ%^ 
so ist, wenn Pfn^ und Qn, einander in 
T schneiden, nach dem allgemeinen Py- 
thagoräer (siehe Erklärung 73): 

PQ' = PT'+Q^f' 

— 2PT.QT.C0SPTQ. 

Nun ist (siehe Erörterung 22, Glei- 
chung 4 und Erörterung 23, Gleichung 8): 

PP2 = y^2^ PPz =€>^3l 

2J 

wo Q = 



^l ^1 * ^2 ^2 I ^3 *^3 

2J 



G = 



ErU. 73. Der allgemeine Pythagoräer lautet: 

Das Quadrat einer Dreieckseite ist gleich 
der Summe der Quadrate der beiden andern 
Seiten yermindert um das mit dem Kosinus 
ihres Zwischenwinkels multiplizierte Produkt 
derselben. 



Erkl. 74. Ein trigonometrischer Satz lautet: 

Der doppelte InhiUt eines Dreiecks ist gleich 
dem Produkt zweier Seiten multipliziert mit dem 
Sinus ihres Zwischenwinkels. 



«i 2/i + ^2 2^2 + h y2 

oder, da 2 e/^ = 5, Sj sin a = s^Si sin ß 

= s^s^siny (siehe Erklärung 74), also 

s. s, 5, sin a 
s^ = — ^-\ u. s. w.: 



4e/ 



9 = 



a = 



ErU. 75. Der Klamm erausd ruck rechts in 
PT bekommt, auf gleichen Nenner gebracht, 
den Zähler: 

4- Xj sin /5 + «j »in y) = 

— (*t Vt — «2 yi) «*»* « + (^2 ^3 — «3 ^2) «'» r- 

Ebenso bekommt der Elammerausdruck rechts 
in QT, auf gleichen Nenner gebracht, den 
Zähler: 

X3(yi«na + y2«w^+y3«''*r) — y« (*!*'** « 
(^3 yi — ^i ys) «^*w a — {X2 2/3 — .Tj yj) sin ß. 



4J' _^ J^ 

^1 ^2 ^» (Vi ^i^ a + y^sinß-\- y^ sin y) 
Ferner ergiebt sich aus Figur 51: 
Pm^ = Pp^ : sin a, Pm^ = Pp^ : sin «, 
Qn^ = Qq^ : sin «, Qn^ = Qq^ : sin a, 
PT= Pm^ — Qn^ QT=Pm, — Qn,, 

daher : 



5j Sj «3 Sm a 



( 



a% 



QT = 



Xy sin a-\-Xj sin (t -\- x^ sin y 

. ^2 __ 



^> 



^l «2 ^3 ^^^^ <* 



( 



a:. 



a:^ sin a -\- .v^ sin /? + 0:3 sin y 



y. 



2/i sin « + ?/2 5m /? + ^3 5?w /' 
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Diese Ausdrücke können einfacher ge- 
schrieben werden, wenn man setzt: 






42) 



43) 



N^ = a?^ sin a-\-X2 sin ß-^-x^ siny, 

Ny = y, sina-^y^ ^m/J + y, sitif, 

Erkl. 76. Löst man in dem grossen Klammer- nämlich: 

ausdruck von D^ die Quadrate und Produkte ^ j2 /^ g^^^ y ^ ^.^ ^\ 

der einzelnen Klammern auf, so erhält man als PT z= — — ^ — - i 

Koeffizient von: 5^ 5j ^3 sin a . ^^r . ^y f 

z^^:8in^y+8in^ß—28iny8inßC08a. q m _ 4 J^ (z^ sin a — ^^ sinß) i ' 

Dies ist nach einer goniometrischen Formel ^ "" 5. s^ s. sina,Nx.^ / 
(siehe KUyer, Lehrbuch der Goniometrie, For- 
mel 287) _ . 2 Bezeichnet man jetzt die gesuchte 

"" **** "• Entfernung PQ mit J9, so ist, da 2^ PTQ 

Die Koeffizienten von Tj' und z^^ sind = ___ |gQO ^. 

sin^a, von: 

16 J* 
2 jFi iTj : — sin a sinß-^ 8in a cos « sin y = Z) ^ = --. 

— 5tna(«m^ — cosasiny) = — «iw a [sm(«+7) 5i * «^ ' «3 * 52« ^r -A^,' JVy' 
-cosastny] = --sin^acosy; • [(^i sinyz, 5m«)' + (ir, 5m« 

2^4 ^3 : -«iny sina+ *m« CO«« «n/? = —^t ^^^ßV + 2 (^i siny — ^3 5«»a) 

— sina(«tny— co»a«n^) = sina[sin(a + ß) (^2 sina — Z^ sinß)C0Sa\ 

— cos a «tn fl = — 8in^ acosß; oder (siehe Erklärung 7 6) : 

2 ^2 ^i • — «*W a COS a. 16 e7* 



Es geht folglich der Faktor sin^a vor die '^ s ^ s ^ s ^ Nx^ . NJ 

Klammer und hebt sich gegen sin^a im Nen- , ^^ ^ ^' 

ner; der übrigbleibende Faktor ist: • l^i +^i "T^s 2,z^e^ COSa 

z^i^z^^^g^i-^2B^z^eo8Y-'2z^z^cosß —2z^g^COSß^2z^z^COSy). . . 44) 

— 2 f, ^3 <^os a. Ersetzt man hier wieder die sin a, sinß, 

siny durch: 

2J ^J_ 2J 

Sy 1 ^2 ? ^J 

^l ^2 ^3 ^l ^2 ^3 ^1 ^% ^3 

SO wird der Faktor vor der Klammer: 

Sy $2 s^ 



{s, x. + s^ x, + 53 x,y(8, y, +5, y, +«, y,)' 
es wird daher: 



Aufgabe 48. Den Inhalt eines Drei- 
ecks zu berechnen, von welchem die ÄoflöBung. Die Dreieckskoordinaten 
Dreieckskoordinaten seiner Ecken be- der Ecken P, Q, R seien: 
kannt sind. P: x^, x^, x,; 

Q' Vn ^21 yz\ 

Ml ^j, 2^2, z^. 
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PROSPEKT. 

Dieiei Werk, welchem kein Umliehes rar Seite iteht, encheint monallicb in &— 4 
Heften ra dem bllUgen Preise Ton 25 ^ pro Heft nnd bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Hatbematik, Physik^ 
Hecbaalk, mafh« Oeographie» Astronomie» des Maseblnen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brflcken- nnd Hocbbanes, des konstrnktiTon Zeichnens etc. etc. nnd zwar in TOllstlndig 
gelltater Form, mit Tlelen Figuren, Erklirnngen nebst Angabe nnd Entwlckelng der 
benntiten Sitae, Fofmeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dan die LOsmig 
Jedermann Torstindlich sein kann, beiw. wird, wenn eine grOssere Ansahl der Hefte e^ 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit eri^buen nnd alsdann anch alle 
Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Ki^i* 
teln angeordnet — Torliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang Ton nngelSsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen LOsong (in analoger Form, wie die beiflglichen gelösten Aufgaben) des Stndierendeo 
ftberlassen bleiben, nnd sngleich Ton den Herren Lehrern fftr den Schulunterricht benutrt 
werden können. — Die LVsnngen hierra werden spftter in besonderen Heften tfOat die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse einesjeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InbaltsTeraeieh« 
nis, Berichtignngen und erlintemde Erklimngen über das betrelfonde Kapitel sur Ausgabe. 

Das Werk behandelt sunftchst den Hauptbestandteil des mathemattsch-natorwissen- 
schaitlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehnlen I. nnd IL Ord., yleleb- 
bereebtigten hinieren BOrgerscbnlen, PriTatsehnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Prt- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Teehnlken, BangewerkselinleBy 
Gewerbesebnlen, Handelssehnlen, teehn. Torbereitnngsschnlen aUer Arten, gewtfblldhe 
Fortbildnngssehnlen, Akademien, üniyersitftten, Land- nnd Forstwissensehaflsseholei, 
Militlrsebalen, Torbereltnngs-Anstalten aller Arten als a. B. für das Ei4ikrl9-Frei- 
willige- nnd Oflliiers-Examen, etc. 

Die Sehller, Studierenden nnd Kandidaten der mathematischen, technischen uod 
naturwissenschaftlichen F&cher, werden durch diese. Sehritt fir Sehritt geltlste, Anfgaben- 
fftr*H""g immerwlkrend an ihre in 'der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg sum nfiBlilbaren Auflinden der Losungen de^ 
jenigen Aufgaben geieigt, welche sie bei ihren Prflfiuigen ra lösen haben, ingleich aber auch 
die überans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften Torgeftihrt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine krtlUge StIitM für den Sehol- 
nntenicht geboten werden, indem rar Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disiiplinen — mm Anflösen TOn Aulgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit fl^ 
ftbrigt werden kann, hiermit aber dem Schaler bei seinen häuslichen Arbeiten ebie toD- 
stftndige Anleitung in die H&nde gegeben wird, entsprechende Anfigaben ra lUsen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sitae etc. anrawenden und praktisch ra Torwerten. Lnst, Hebe 
nnd Terstlndnis fttr den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technlkem und Fachgenossen aller Art, Mllittn 
etc etc soll diese Sammlung rar Anffrisehnng der erworbenen und nelleicht TergesseneD 
mathematischen Kenntnisse dienen nnd ragleich durch ihre praktischen in aUen Benlii* 
iweigen torkommenden Anwendungen einem toten Kapitale leboidlge Kraft Terleihen und 
somit den Antrieb ra weiteren praktisehen Terwertangen und weiteren Forsebnng«n geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige nnd praktische Anf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen nnd mit Angabe der Namen 
f e tbre itet — Wflnsche, Fragen etc, welche die Redaktion betreffen, nimmt der YeHhsser, 
Dr. Kl^yer, Firankftfft a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren BiledigaBf 
Ibnnlidist berOeksichtigt 

stattgwt. Die YerlagBluuidliiiig. 
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Die Verbindungsstrecke TQ hat nach 
Aufgabe 47 den Wert: 

wo E ein Wurzelausdruck ist, dessen 
Bedeutung aus den Gleichungen 4 1) und 45) 
erhellt. 

Die zur Ecke B gehörige Höhe des 
Dreiecks, oder das Lot von JB auf PQ 
erhält man, wenn man zunächst die Glei- 
chung der Yerbindungsgeraden aufstellt; 
diese ist nach Aufgabe 41 in laufenden 
Koordinaten z^^^ z^^ z^: 

a, z, + CTj £', + ttj z, = 0, wo 

«3 = ^1^2 — ^2 yi- 

Die Höhe vom Punkte R (z^, z^^ z^) 
ist dann nach Gleichung 38) und 40): 

;^ _ 2 J(a,z,-^ a^z^ - j-a.z,) 
{s,z,-{'S^z^^s^z,)R 

Die Bedeutung von R ergiebt sich aus 
Gleichung 38). Die Vergleichung der 
Grössen a^ , a, , a, mit den in den Glei- 
chungen 41) und 45) mit z^^ z^, z^ be- 
zeichneten, sowie der Ausdrücke i^und R 
ergiebt, dass die letzteren einander gleich 
sind. Folglich heben in dem Produkt 
PQ.h diese einander und die Fläche 
des Dreiecks wird: 

2J.$, s, s, [z^ (x, y,— x, y,)-^z., {x,y,—x, yz) + z,{x, y^ — x^ yj ] 

{s, x, + s^ ^2 + ^3 ^3) («i Vi -h ^2 ^2 + «3 yz){s, z, + s^ ^2 + S, z,) 

Fällt eine Ecke, z. B. JR, mit einer 
Ecke, etwa Äi , des Fundamentaldreiecks 
zusammen, so wird: 



z^ 7= z^ = und 



2J 



s,z,-^s,z, + s,z, 
also wird: 



= Q^ 



2Jz^ 



aber «i \ = 2 /, folglich: 



=rÄi, 



(s,x,~'\-s^x^-Ys,x^){s,y,^s^y^-{'S,y,)' 
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Aufgabe 49. Den Winkel zu bestim- 
men, welchen zwei von demselben Punkt Auflösung. Die beiden Strecken seien 
ausgehende Strecken miteinander bilden. PQ = (?i undPü = d,, die Koordinaten 

von P seien x^, x.^^ x^, 

V Q r^ Vn V2^ Vz. 

n ■" » ^11 ^21 ^3« 

Die Länge der Strecke PQ ist dann 
nach Aufgabe 47 Gleichung 45) und 41): 

8^ $2 ^3 . Ob 



d,= 



Die Länge von Strecke PB: 

J ö| «2 03 • iXc 

WO G/, = V^i ^ + ft2^ + ^3'~26j 62 ^05 y— 261 b^COSß— 26, ftsCO^a 

Gc = V^i * + ^2 * + C3 ^ — 2 Cj C2 Cö5 y — 2 Cj C3 cos ^ — 2 Cj c, rasflr 

und 61 = 3:2^3 — 0:3^2, 

*j = ^i y^ — ^^yi^ 

Cj = a:2 £^j Ä^j i^2 1 

^2 = *^i ^i '^i ^3» 

Erkl. 77. Der Inhalt eines Dreiecks ist nach Cj =^ x^ e^ — X^ z^ . 

einer bekannten trigonometrischen Formel , ,,,, ^., -»^-^ 

, Der Inhalt des Dreiecks PQB ist* in 

= _?.cma^ Gleichung 46) enthalten. 

^ , .c,., , ., ^ . V Nun ist aber 2 A = t?. (?2•^«^(9^-R)• 

wenn & und c zwei Seiten und a ihren Zwischen- j u •«*. 

Winkel bedeuten (siehe Kleyer, Lehrb. d. ebenen "^ner isi: 

Trigonometrie). ^ .^ ^^p ^^^ = A^ 



5^4: = 



^1^2 

In dem Ausdruck für 2 A und dem 
für dfi ä, sin<l di^ gleichen Faktoren ^^ ^^ ^^ 
im Zähler, ferner die Faktoren: 

{s, X, + s^ x^ 4- 5, x,l {s, y, + 52 ^2 + ^3 Vz)' 

(Si Ä-, + 52 ißr2 + ^3 ^3) 

im Nenner enthalten, folglich ist: 

2 J{S^ X, + ^2 '^'2 + ^3 ^ z) (^1 i^l + Jgj i^2 + ^3 ^3) 

^1^3 V^i ^+^2 Hi'3 '^—2bihiCOSy—2bi^b^cosß—2b2biCOSa . Vc^ ^+(?2^+C3 *~2Ci02rOc«7 

— 2 C1C3 cos]8~ 2 O2C3 co^tr. 48) 

Der Faktor z^ \ +^2*^2 + *i h kami 
auch durch y^ c^ + ^2 ^j + 2/s ^i ersetzt 
werden oder durch: 

^i ^1 + ^2 ^2 + ^i ^31 wenn : 
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«2 = Vi^l — »1^31 
«3 =^1*2— »2^1- 



Aufgabe 50. Die Winkel zu bestim- 
men, welche die Gerade 

o^ a;^ -j- o, a?, + Cj a;, =0 Auflösung. Die Gerade L schneide 

mit den Seiten des Fundamenteldreiecks ^« S«'*«J?._^£' £^' ^^ ^«^*- ^^ ^' 



bildet. 



Figur 52. 




E, F. Der Punkt 
D hat die Koordinaten 
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«» 


a^a 


0, 


— «s» 


a»i 


+«„ 


0, 


—Ol. 


-ö»l 


«.1 


0. 



sin CDE = 



Der Winkel zwischen BC und Zr oder 
der Winkel CDE ist der Winkel zwi- 
schen den Strecken DC und DE. 

Die Koordinaten von C sind : 0, 0, h^ . 
Daher kann Aufgabe 49, Gleichung 48) 
auf 2f CDE angewendet werden, wenn 

X, =0, x^ = — a,, x^ = a„ 

yi = o, »2=0, y3 = *ii 

^l = +«Si «fj =0, iP, = — Oj 

gesetzt wird; es wird in diesem Fall: 
b, = — a,Äi, 6j =0, 63 = 0, 

Folglich ist: 
2^(5, a, — ÄjOj) 



sinAEF = 



sin BEL = 



^1^2^$ V^i ^ + ^2 ^4-^j * — 20^ Oj co5y — 2ai a, coä/J — 2a, o, cos« 

Durch Vertauschung der Indices 
erhält man hieraus: 

'2J{s^a^ — s^a^) 



U9). 



s,s,s, V^öi '+», *+öj * — 2ai 0,005/ — 20^ o, co5|3 — 20,0, cos« 

_,___ 2 /(g.g, — s ^g^) 

^i^2^3 V^i'~i"^2 '+^3* — 20^0, C05y — 2a^ a^cosß — 2a, a, cos« , 



Aufgabe 51. Den Winkel zu bestim- 
men, welchen die zwei Geraden 

öi ^i + «i ^2 + ^8 -^3 = ^^d 
*i ^i + &2 ^2 + 63 ^J =0 
miteinander bilden. 



Auflösung. Man denke sich durch 
eine Ecke des Fundamentaldreiecks, etwa 
die Ecke J., Parallelen zu den beiden 
Geraden gezogen, so wird der Winkel 
zwischen diesen Parallelen gleich dem 
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Winkel zwischen den Geraden selbst sein. 
Man hat daher zunächst den Ausdruck 
in Aufgabe 49, Gleichung 48) auf den 
Fall anzuwenden, dass der Scheitel des 
Winkels in die Ecke A fäUt^ also x^ = 
Ä^, a;, = 0, ajj = ist. Es wird (jiinn 
(siehe Erklärung 78): 

. V^j'^ + ^a'+^iPi^s ^^^«)- • • SO) 

Nun lautet die Gleichung irgend einer 
Parallelen zur ersten Geraden: 

ErMl 78. In dem Aasdruck für .m»(Glei- g^u ji^g^ q^^^ ^ ^ ^ p^^^^^ 
chung 48) wird: 



a?i = Äi, X2 = 0, aTa = ö, 



^Tj = 0, x^ =z gehen, so muss fi = 



daher: . 1— sein, also die Gleichung der 



.^1 
ersten Parallelen: 



6j = 0, 6j = — Äi y„ 63 = hl ^2, 

Ci = 0, c, = — Ä, ^3, C3 = hl Z2, 

daher: ^' ^^2 ^^^^ ~ ^' ^'^^^ + '^^ ^^s ^'^^ 

«I «i + «2 «2 + ^3 J^3 = *i *i — <^i ^i^j) = 0, 

«i &i + «"2 &2 + *» h = ^i (yj '3 — ^3 ^2) ebenso ist die Gleichung der zweiten 
Yb^2 f b^s+fr, 2- 2 6i &,co»y- 2 ^i'^ös^^^iftaco«« Parallelen: 

= Äi Vy2'-fy3'4-2y,y3cör^ ^^2 (*2 ^*>* « — *i ^^^^ß) + ^3 (*3 «''*« 

ebenso: — 61 si^iy) = 0. 

VcJ+cj»-i-c3'-2ctC2co«7 - 2ciC,co«^lic2(^«ä Für die Schnittpunkte dieser Paral- 
= '^i VV + '3' + *^ '2 ^3 CO« a. l^Je^ ™i* ^^^^ S^^te BC hat man also: 

j^j = 0, y, = a, Ätn« — Oj siny^ 
2/3 = Ol 5m j3 — a, 5ma; 

jTj = 0, iP, = ^3 *^^ «« — ^i ^^ y^ 
z^ = 6j 5fnj5 — 6j stn«. 

Setzt man nun diese Grössen in die 
Gleichung 50) ein, so erhält man nach 
einigen Umformungen (siehe Erkl. 79): 

+ (öj ^i — ^i f>%)sinß + (a, 6, — a, 6,) «na] 

: [V^i ^+04 ^+«8 ^ — 2aiajC05y — 2aia^cosß — 2a,a,cö5o 

. V^ ' + *2 ' + *3 '— 2^1 6, C05y— 2&7&I cosj3 — 26, 6, co^o]. 

Bedenkt man, dass: 

5iuy 5j 5m jj 5, 



5i?i« 5i ' 

so ist: 



5^72 a 5| 5tna 5| 
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ErkL 79. Der Ausärvifik y2e^^y^t2 wird: 2J r . 

(aj sin a^a, sin y) (b^ sin ß r^b^ sin «) — ^*^ ^ = 777" l^' ^^* ^^ — ^8 ^2) 

(«iÖ2-«2^)«n«5m7 + (a,&i-fli&3) +«2(«3 ^i — «i »3) + «3 («. &2 — «2*i)J 

«n a sm ^ + (oj b, — a^ ftj) *»'*' « = • (Ba • -R*), . . . 51) 

sinaf(aib^'^tubi)sinyA-{a2bi — aih*)sinß /^^ t> n i ii_ tx- • • u 

-u/^/i /. Vr^*L«l WO (Äa.Uft) denselben Divisor wie oben 

T^.iit-«.«.o .j Dedeutet. 

Der Ausdruck y2^ ^ y^^ -T^y^y% cosa wird: 
(ttj «n a — a| sin 7)' -}" (<>i ^•^ /^ — a^^sin o)' 
-}- 2 (03 sin a-^a^ sin y) (a, sin ß — ^2 ****«) ^o« «• 

Dieser Ausdruck ist nach Analogie mit Er- 
klärung 76 zu vereinfachen, wenn dort die Grös- 
sen f durch a ersetzt werden; man bekommt 

daher: 

sin^ « (fli* + 02' + «3* — 2 a| a2 CO« 7 — 
2 (Ti 03 cosß — 2 a, aj cos a) 

Anmerkiing 57. Nach Aufgabe 43 sind a, &s — a^ h^, a^ b^ — a^ 63, a^ b^ — a, &| die 
Dreieckskoordinaten des Schoittponktes der beiden Geraden, bezeichnet man dieselben 
mit z,, xr,, 5., so wird der Klammerausdrack im Zähler von sinv: ^t^i -f~^2^2'~H^3^s* 

n. K h h. 

Nach Aufgabe 45 sind -U~^ und — iH" die Abstände r« und n der Ecke A von den 
beiden Geraden, also -^ — »- = — i^~r» folglich wird: 

Ma . Jtib ^i ^1 '•1 

_ 2 JJS^Z^ +^2^2 +^3 ^3) « rg . n __ Tg . Tb (g| ^t + ^a ^2 + ^3 ^3) 



Aufgabe 52. Die Dreieckskoordinaten 
eines Punktes zu bestimmen, welcher 

eine durch die Dreieckskoordinaten ihrer Auflösung. Sind a^, a,, a^; b^, b^, 
Endpunkte gegebene Strecke in gegebe- ig die Dreieckskoordinaten der End- 
nem Verhältnis teilt. punkte, l>t, jPai JPa? ö!n Si? Ss ihre Ab- 

stände von den Seiten; ^^, o*,, ^3 die 
Dreieckskoordinaten des Teilpunktes und 
7\ , r j , rj seine Abstände von den Seiten ; 
so ist: 

P\ = QO.i, Pi = Q(^i'i Pz = C«si wo: 

(. = 2/:(5iai+5jaj+s,a3); 

< ■ • 

... r 

Si = '^^^ ^2 = «^^1 ii = ^K wo: 
c7 = 2 J:(5,fe,+s,6, + s,fe3); 

>\ = Ta;^, r, = to?,, r, = jcc^^ wo: 
T = 2 J: (5^0;, +Sj a?j + «3 a?3). 

Die Abstände p^ g, r können ange- 
sehen werden als rechtwinklige Ordinaten 
für die Dreiecksseiten als Xachsen, da- 
her ist, wenn m : n das Teilungsverhält- 
nis ist, nach Aufgabe 12: 
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__ np^ + mq. 






^i = 



_ np, + fnq. 

Setzt man hier die Werte für p und q 
ein und denkt sich den gemeinsamen 
Nenner: 

mit dem unbestimmten Faktor t ver- 
einigt, so ist: 

tn 
wo X den Bruch — bedeutet 

n 
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üebongsaufgabe 123. Die Dreieckskoordinaten fflr die Mitte einer Seite, den Fasspunkt 
einer Höhe, den Fasspunkt einer Winkelhalbierenden des Fandamentaldreiecks anzugeben. 



Auflösung. In Fig. 53 sei T die Mitte 
der Seite BC, AH die zugehörige Höhe, 
^ W die zugehörige Winkelhalbierende. Für 
die drei Punkte H, T7, T ist a?i = 0; 

für T ist a?2 = ^ my, «, = -~ sinß, 

„ H „ x^ = \ Hn HA C = h^^ cos y, 

x^ = \ eo8 j3, 

T) ^ » ^3 = ^3t daher kann man, weil es 
sich nur um die Verhältnisse der Dreiecks- 
koordinaten handelt, setzen: 

für T: a^i = 0, iCj = sin y, ic, = sin ß, 

j^ ff: Xi = 0, a?2 =: cos y, a:, = c<w j3, 

„ W: x^ = 0, a?j = 1, Ä?, = 1. 



Figur 53. 




üebungsaufgabe 124. Die Gleichungen aufzustellen für das Mittellot einer Drei- 
ecksseite, die zugehörige Schwerlinie, die zugehörige Höhe, die Halbierungslinie des 
Gegenwinkels. 

Auflösung. Die Gleichung des MitteUots von BC folgt aus Uebungsaufgabe 118: 

Mittellot von B C: x^ sin (ß — y)-\' x^sinß — x^ sin y = 0, 
^ „ CA: — XiSina-^XiSiniy — a)-\-XjSiny=^0^ 

„ „ AB: XiSina — a?2««j8-|-a?,Äin(a — ß) = 0. 

Die Gleichung der Schwerlinien von BC erhält man aus Aufgabe 41, Gleichung 22), 
wenn man t/i = 1, t/z =-. y^ == 0; xr^ = 0, z^ = siny, g^=i sinß setzt. Also: 
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Schwerlinie von B C: x^ sin ß — x^ sin y = 0, 
„ „ CA: x^ sin y — x^ sind = 0, 

„ „ AB: x^sina — X2sinß = 0, 

Setzt man in Aufgabe 41, Gleichung 22); jy^ = 0, jPj = <^^h ^3 = ^^*ft ^^ erhÄlt man: 

Höhe von BC: x^ casß — x^ cos y = 0, 
„ „ CA: x^cosy — a?j cosa = 0, 
„ „ AB: x^cosa — x^cosß^^O. 
Setzt man dagegen jPi = 0, e^ = 0^ = l, so erhält man: 

Winkelhalbierende von a: x^ — äTj = 0, 

» n ß' ^2 a?| = 0, 

Entsprechend wird die Gleichung der 

Winkelhalbierenden des Aussenwinkels bei A: a;,4'^3 = ^« 
» n n n "ö: a?3 -|-a:j = 0, ■ 

n » n „ C : a?! -[- iTj = 0. 



üebungsanlgabe 125. Die Dreieckskoordinaten des Schwerpunktes zu berechnen. 

Auflösung. Aus den Gleichungen der Schwerlinie von JBO in Uebungsaufgabe 124 
folgt: x^ :x^=siny: sin ß; ebenso aus der Gleichung der Schwerlinie von CA: ajj : ay^ = 
sina :siny\ daher: 

x^ : iPj : a?3 = sin ß , sin y : sin ysina: sin a . sin ßj oder: 

x^ = sin ßsiny; x^ = siny sina; x^ = sin asinß. 



uebungsaufgabe 126. Die Dreieckskoordinaten des Umkreismittelpunktes zu berechnen. 

Auflösung. Addiert man in Uebungsaufgabe 124 die Gleichungen der Mittellote von 
BC und CA, so erhält man: 

— Xi [sin a — sin (ß — y)] -f- x^ [sin ß + sin (y — a)] = 0, oder: 

— Xi[sin{ß-\-y) — sin(ß^y)]-\'X2[sin(y-^a)-{-sin(y — a)] = 0, oder: 

— 2x^cosßsiny'\'2x2 sin y cos a = 0; 

ebenso folgt aus den Gleichungen der Mittellote von CA und AB: 

— 2 a?j cos y sin a'\'2x^sina cos ^ = 0; aus beiden Gleichungen folgt: 

x^ : X2 = cosa : cosß-, x^ix^ = cos ß : cos y\ daher ist : 
jr^ = c(W«; a?2 = cosß; x^ = cos y. 



uebungsaufgabe 127. Die Dreieckskoordinaten des Schnittpunktes der Höhen zu 
berechnen. 

Auflösung. Aus den Gleichungen der Höhen in Uebungsaufgabe 124 folgt: 

Xi:x2=^ cosß:cosa; Xi:x^-= cosycosß\ daher: 
j-j : Ä?2 :ir3 = cos ß cos y : cos y cos a : cosacos ß\ oder: 
Xi=^ cosß cos y; x^^= cosy cos a ; x^-= cos a cos ß. 
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Anmerkung 68. Die Dreieckskoordinaten des Inkreismittelpunktes sind, da derselbe 
gleich weit von den Seiten entfernt ist, selbstverständlich: 07^ = 1, 0^2 = 1, ^, = 1; 
ebenso die Dreieckskoordinaten der Ankreismittelpunkte: —1, 1, 1; 1, —1, 1; 1, 1, — 1. 



üebungsaufgabe 128. Die Länge einer Schwerlinie zu berechnen und zu beweisen, 
dass dieselbe im Schwerpunkt im Verhältnis 2 : 1 geteilt wird. 

Auflösung. Man setze in Gleichung 84), Aufgabe 44, für x^ den Wert sin /, far x^ 
den Wert sinß (siehe üebungsaufgabe 123) dann ist: 

Xi sin a-{-XiSin ß-^x^ sin y = sin ß sin y, 

Vxt^'^x^^"\^2x2X^C08a '=Vsin^ß'j^sin^y-^2sinß8inycosa, also: 

hiYsin^ ß + sin^ y-^- 2 sinß sin y cos a ^*i V^^a' + ^a^ + ^^a^a ^^^ ^ 

^ 2sinßs%ny 25,5, 

jV52'+5j' + 2 52Ä3 cosa 
ii = • 

Si Si 5j 

Setzt man* in der gleichen Formel a?i ^^sinßsiny, x^ =r sinysina, x^ = sin a sinß 
ein, so wird Xi sin « +^2 **** ß-^-x^siny =^ 3 sin « sin ß siny; ferner: 

Vx^^-^-x^^ -^2x2X^cosa = V sin^ y sin^ a-^sin^ asin^ ß-{'2 sin a sin ß sin ycosa 

= sin a ysin^ß + sin* y + 2 sin ß siny cos a, 
daher wird der obere Abschnitt der Schwerlinie: 

, Ä, sin a Vsin^ ß -[- sin* y-^- 2 sinß sin y cos a /*, V«,' + s,* +_H_^Af£L?_ 

* 3 sin a sin ßsiny 3 Sj «, 



2jVs2*-j~Si*-{'2s2 s^co sa 

Die YergleichuDg von d^ und t^ zeigt, dass der obere Abschnitt der Schwerlinie Vs 
der ganzen beträgt. 

üebungsaufgabe 129. Das in das Dreieck fallende Stück einer Winkelhalbierenden 
ZU berechnen. 

Auflösung. Setze in Gleichung 34): x^ = 0, ^r, = 1, x^ = 1, so ist: 

Äi V2 + 2co5a Si Äi 'V2 + 2co8a 2 jV2 + 2c05a 
^ sinß-\-siny s^^inß-^s^siny (s^ -\^ s^) sin a 



2 (52+53) sm 2 cos 2 2 (Sj + 5,) sin ^ cos ^ (s^ + 5,) stn ^ 



üebungsaufgabe 130. Den Halbmesser des Umkreises zu berechnen. 

Auflösung. Man setze in Gleichung 34) an Stelle von x^^ x^, x^ die Koordinaten des 
Umkreismittelpunktes ans Üebungsaufgabe 126 ein, so wird: 

Xi sina-^-x^sinß-^x^siny =: sin a cos a'\- sinß cos ß-\- siny cos y^ 

Vx^^ -|" 0:3' -f- 2 2:2 a?j cos a :=ycos*ß -{-cos*y'\' 2 cos a cos ß cos y :=z8ina; 
(siehe Kleyer^ Goniometrie Formel 289 c), also: 



r := 
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hl sin a «i A, sin a 



sinacosa-{-sinßcos ß -f- sin y cosy Si sin a cos a -|-«i sin ßeosß-\'Si sin ycosy 

2 Jsin a 2 J^ 

Si sin acosa-^s^ sin acosß-^s^ sin acosy SiCOSa^S2COSß-\-s^cosy' 



üebimgsaafgabe 131. Den Halbmesser des Inkreises zu berecbnen. 

Aaüdsung. Man setze in Aufgabe 46, Gleichung 40): ^^ := ^3 = ^3 = 1; a, = 1, 
o? = a, == 0, so erhftlt man den Abstand des Punktes 1, 1, 1 von der Geraden :ri =: 0. 
Dann wird: 

Vai' 4- a,' + ^3' — 2 at aj cosy — 2 a^ a, co5 « — 2a^aiC0sß =1; 

«lyi +«1^2+^3 y3=«i+*2+«3; «1^1+02^2+08^3 = 1, folglich: 

2J 



(^ = 



51+^2 +«3 



Uebongsaafgabe 132. Die Entfernung des Umkreismittelpunktes von einer Seite des 
Dreiecks zu berechnen. 

. Nach Erörterung 23 ist: 



Pi = — = j j » 

{) SiXx-\- 81 X2 -f- «3 X^ 

WO Xi = cosa, Xj = cosß, x^ ■= cosy^ folglich: 

2Joasix 



Pi = 



SiC0Sa-{-S2 cosß-\'SiCOSy 
folglich pi =rcosa (siehe Uebungsaufgabe 130). 



üebungsaufgabe 133. Den oberen Abschnitt einer Höhe zu berechnen. 

Auflösung. Setze in Aufgabe 44, Gleichung 3i): Xi :=^ cos ß cosy, X2 = cosy cos a, 
x^ =z cosa cos ß (vergl. Uebungsaufgabe 127), dann wird: 

XiSina-^XiSinß-^Xi siny = sin a cos ß cos y -{' sin ß cos y cos a -^ sin y cos a cos ß 
Vx^^ + a?3* + 2 ar^ ÄTj cos « = Vcos^ a cos^ y -f- cos^a cos'^ + cos^ acosß cos y 

= cos aVcos^ ß-\-cos^y-\^2 cos ß cosy cos a = cosaVlr—cos^a =sinacosa; 

also: _ . 

, Äi sm a cos a 

' sinacosßcosy-^sinßcosycosa-^sinycosacosß ' 
, 7*1 sin a cosa 



cos y (sin acosß-^cosa sin ß) -f- sin y cos « cos ß 

hl sin a cos a ^i sin a cos a 



cosy sin y + sin ycosacosß sin y (cos y-\-cosa cos ß) 
hl sin acosa ht sin a cos a 



sin y [— cos (« + ß) + cos a cos ß] ^^^ « *«^ ß ^*« 7 
hl cos a 



, oder: 



* sinßsmy 
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Anmerkiing 59. Im Vorhergehenden lassen sich einige Ausdrücke noch einfacher 
schreiben, wenn man die trigonometrischen Funktionen der Winkel in den Seiten 
ausdrückt. 

Nach dem allgemeinen Pythagoräer ist s^^ = s^"^ -{-s^^ — 2 82 8^ cos a; folglich: 

2 52^3 cos a = «2*^■^3'"^l^ also: 

V^jM^ V + 2 Sj »3 cos a = V2V + «3' — «t'» 
daher ist die Länge der Schwerlinie 

jV'2's2^-{^2 8,^—s/ _ 
ti = ' — . Ferner ist: 

Si 82 Sj 

Si cos a-\' S2CO8 ß -^ 3^ cos y = -^; — (SiSinaCOSa-\'S2Sinacosß-\'S^8inaco8y) 

Slfl cc 

1 s 

= —. — (s.sina cosaA-SiSinß cosßA-s^siny cosy) = -^- — (sin2a + sm2/3 + sm2y) 
sm a ri» / 1/ 2 sm « ' 

Si .^sinasinßsiny ^ . ^ . 4Jsina 
:^ — t: i- = 2 Si smßsm y = 

(siehe Kleyer, Goniometrie, Formel 272 und Kleyer, Trigonometrie, Formel 104), daher 
Wird r = -. . 



2sina 



üebungsaufgabe 134. Zu beweisen: Der Höhenpunkt', der Schwerpunkt, der Um- 
kreismittelpunkt eines Dreiecks liegen in gerader Linie. 

ATiflösung. Der Höhenpunkt hat nach Uebungsaufgabe 127 die Koordinaten cosßmi, 
cosycosa, cosacosß, der Schwerpunkt naph Uebungsaufgabe 125: sinßsiny, sinysina, 
sinasinßj daher ist nach Aufgabe 41, Gleichung 22) die Verbindungsgerade: 

Xi (sin ysinacosacosß — sin asinßcosycos a) 

-{-X2 (sin a sin ß cos ßcosy — sin ß sin y cos a cosß) 

+ ^1 (sinßsiny cosy cosa — cos ß cos y sin y sin a) = 0; oder: 

Xi sin acosa (sin ycosß — cos y sin ß) 

-[- X2 sin ß cos ß (sin acosy — cos a sin y) 

•^XzSinycosy (sinßcosa — cosßsina) = 0; oder: 

XiSinacosasin(ß — y) -\'X2 sin ß cosß sin (y — vc) x^ sin y cos y sin (a — ß) = 0, 

Setzt man in diese Gleichung statt der laufenden Dreieckskoordinaten diejenigen des 
Umkreismittelpunktes (vergl. Uebungsaufgabe 126) ein, so erhält man links: 

sin a cos^ asin(ß — y)-{'Sinß cos^ ß sin (y — a) + sin y cos^ y sin (« — ß) 
= cos^ a sin (ß-{'y)8in (jS— y)+cos' ß sin (/+«) sin (y— «)-j-c(w' y sin (« -{-ß) sin (a -^ 
= cos^ a (sin* ß — sin^ y) + cos"^ ß (sin^ y — sm' a) + cos* y (sin* a — sin* ß) [siehe Kleber, 

Goniometrie, Formel 202) 
= (cos* a8in*ß'-sin* acos* ß)'i-(cos* y sin* a- sin* y cos* a)^ cos* ßsin*y^8m* ßcos^l) 

= - [sin(a + ß)sin(a — ß) + sin(y^a)sin(y-'a)-i'Sin(ß-{-y)sin(ß--y)] 

= sin* ß — sin* a + sin* a — sin* y -f sin* y — sin* ß (siehe Kleyer, Goniom., Formel 202). 

Dieser Ausdruck ist = 0, daher liegt der Umkreismittelpunkt auf der Verbindungs- 
geraden der beiden andern Punkte. 



Dreieckskoordinaten. 
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üebnngsaufgabe 135. Zu beweisen, dass jede Seite durch ihre Berührungspunkte 
mit den Inkreis und dem zugehörigen Ankreis in drei Abschnitte geteilt wird, von denen 
die beiden äusseren einander gleich sind und der innere gleich der Differenz der beiden 
andern Dreiecksseiten ist 



Anflösung. Die Senkrechte zur Seite BC oder o^i = 
durch den Punkt 1, 1, 1 erhält man aus Aufgabe 42, Glei- 
chung 25), wenn man ^4 = ^2 = ^, = 1, a^ =: 1, o, = 0, 
flj = 0, also &i = — 1, 62 = cos y, &j = cosß setzt. Man 
erhält : 

Xi(C0Sß — CaSy) — X2{l-^C08ß)-\'X^{l-\-C0Sy) = 0. 

Die Dreieckskoordinaten des Punktes D, wo diese Gerade 
die Seite BC schneidet, erhält man, wenn man ^r^ = setzt: 

Xt =0^ X2 = l-\' cos y, a?3 = 1 -}-C05 ß. 

Setzt man dagegen ^t = — 1 , ^2 = ^3 = 1» so wird 
die Gleichung der Senkrechten: 

Xi (COSß — COSy) — X2 (1 — COSß)"^X^(l — COSy) = 0. 

Die Dreieckskoordinaten des Punktes E sind also: 
x*^ = 0, a?', = 1 — cos y, aj'j = 1 — cos ß. 

Die Länge von BD erhält man aus Aufgabe 44, Glei- 
chung 34): 



Figur 54. 




-^f 



iM^ 



ä,= 



Äj (1 + cos ß) 



(l-]'COSy)sinß-\-{l'{-cosß)siny sin ß ^ sin y -{- sin a ' 
Die Länge von CE erhält man ebenfalls aus Gleichung 34): 



ä^ = 



Äj (1 — cos y) 



_ \{l— cos y) 

sin ß-^siny — sina' 



(1 + cos y) sin jS + (1 — ^^^ ß) ^^ y 
Nun ist aber ä^ = 5^ ^ny, h^ = s^sinß^ daher: 

d = ^i(^4"<^^i^)^*^y ^ »_ _^i (1 — cös y) sin ß 
' sin ß-^- sin y-^ sin a^ ^ sinß-^siny — sina* 

femer ist nach Kleber, Lehrb. der Goniometrie, Formel 269, 270, 49, 51, 51a: 

sin jj + «ifi y -j- 5in a = 4 cos aj^ cos ßj^ cos y/, 

sin ß-^-siny — sin a = 4 m ßl2 sin y/j cos «/, 

sw j3 = 2 sin ßl^ cos ßl^, 1 -j- co« j3 = 2 cos^ ßj^ 

siny = 2 sin yj^ cos yj^^ 1 — cos y = 2 Ätn' y/^, daher: 

, _ s^cosßl ^sinyl^ , _ St sin y j^ cos ßj^ 

cos al2 cos aji 

also einander gleich. 
Die Entfernung der Punkte D und E erhält man aus Gleichung 45) und 41), es wird: 

0^ = (1 -{-COSß) (1 — COSy) — (1 — COS jS) (1 + COS y) = 2 (cosß — cos y) 

jBTj = 0, jBf, = 0, 

also die Wurzel in Gleichung 45): 

= jBfj == 2 (cos ß — cos y) 

«i «1 +«2^3 +^3 ^3 = «2 (1 + cösy) + S3 (1 + cos ß) = «2 + S3 4-Sj 

*i yi+«2 1^2 +«3 y% = «2 (1 — c<wy) +«3 (1 — <^o^ß) = h +3^ — s, 

(siehe Kleyer, Lehrbuch der Trigonometrie, Formel 87), folglich: 
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■ __ ^S^S^ S, (cos ß — co s y) _ 2 (s^ COSß.S ^ S.^ — S, cos y \ S^ 8^) , 

:aber 2 Sj S3 cos « = s^^ + S3' — «i', folglich ist 2) = «j — «3 (siehe Kleyer^ Lehrbacb der 
Trigonometrie, Formel 88). 

üebungsaufgabe 136. Zu beweisen: Verbindet man jede Ecke eines Dreiecks mit 
dem Berflhrnngspunkt des Inkreises auf der Gegenseite, so schneiden die drei Yerbin- 
•dungsgeraden einander in einem Punkt. 

Anflosnng. Die Yerbindungsgerade des Punktes Ä: y, = 1, y, = 0, 3fs = mit 
dem Punkte D: Zi =0, e^=^ l-^cosy, £f , = l-j-cosß^ hat nach Aufgabe 41, Glei- 
chung 22) die Gleichung: 

X^ (1 + COSß) — iTs (1 -[- cos y) = 0, 

also haben die entsprechenden, von den Ecken B und C ausgehenden Geraden die 
Gleichungen: 

Xi (1 + cos y) — a?4 (1 + cos a) = 0, 

x^ (1 -}- cos a) — a:2 (1 + cos ß) = 0. 

Aus der ersten Gleichung folgt: x^\Xi = 1 -[- cos y : 1 + cos /5, 

„ „ zweiten „ „ äj : äJj = 1 -f* cos « : 1 -(- cos y, 

„ „ dritten „ „ a?i : 0:2 = 1 + cos j3 : 1 + cos a. 

Durch Multiplikation der beiden ersten Verhältnisse erhält man: 

x^ (l + cos y)(l-(-cosa) 1 4- c os g 

X^ (1 -j- cos /?) (1 + cos ;') 1+COS^' 

was mit dem aus der dritten Gleichung abgeleiteten Verhältnisse stimmt, die drei Ge- 
raden gehen daher durch einen Punkt. Die Koordinaten dieses Punktes sind: 

x^ : a?, : Ä?3 = ( 1 + cos ß) (1 + cos y) : (1 + cos y) (1 + cos «):(! + cos «) (1 -f- cos ß) oder: 

x^ = cos^ßl^ cos'^yl2, a?2 = cos^yj^ cos'^aj^, X3 = cos^ajjCOs^ßU' 



üebnngsaafgabe 137. Zu beweisen: Verbindet man jede Ecke eines Dreiecks mit 
dem Berührungspunkte des gegenüberliegenden Ankreises auf der Gegenseite, so schneiden 
diese di'ei Verbindungsgeraden einander in einem Punkte. Die Dreieckskoordinaten 
dieses Punktes sollen berechnet werden. 

AndeTttnng. Der Beweis ist ganz analog dem von Uebungsaufgabe 136. 



üebungsaufgabe 138. Zu beweisen: In jedem Dreieck ist der obere Abschnitt einer 
Höhe doppelt so gross als der Abstand des Umkreismittelpunktes von der zugehörigen Seite. 

Aoflösung. Nach Uebungsaufgabe 133 ist der obere Abschnitt der Höhe h^i 

h^ cosa 
sin ß sin y ' 

die Entfernung des Umkreismittelpunktes von der Seite s^ ist nach Uebungsaufgabe 132: 

2 cT'cos « 

Si COSa-\-Sj COSß-{-Si cosy ' 

nach Anmerkung 59 ist aber: 



Dreieckskoordinateu. 



141 



«i COSa-^-Si COSß-\-$^ COSy = 



4Jsina 



folglich ist das Verhältnis des oberen Höhenabschnitts zur Entfernung des Umkreis- 
mittelpunktes von der Seite BC: 

h^AJsinacosa 2h^sina 2hi8^sina 



Si sin ßsiny2J cos a s^ sin ß sin y s^^ sin ß sin y 
folglich ist das Verhältnis =2:1. 



, aber: 



stna 



üebnngsaufgabe 139« Die Dreieckskoordinaten des Umkreismittelpunktes und den« 
Halbmesser des Umkreises von demjenigen Dreieck zu berechnen, dessen Ecken die 
Mitten der Seiten des gegebenen Dreiecks sind. 



Auflösung. Die Koordinaten der Punkte 
Erxüd F (Fig. 55) sind: 

Vi = '1% K yi = 0, i^3 = V2 A3, 

Folglich sind die Dreieckskoordinaten des 
Punktes G, d. h. der Mitte von EF: 

•^'l = V2*1. ^2 = M4Ä2, X'i = 7*^*3 . 

Die Gleichung von EF ist nach Uebungs- 
anfgabe 121: 

x^ sin a — a?j sin ß — x^ sin y = 0. 

Dieser Gleichung genügen die Koordinaten 
von G, denn: 



Figur 55. 




^^ = %h^=z^, x\ = V4 Ä2 -='k—. ^'3 = % A3 = V, — , aber: 

St S't s* 



sma 



sinß siny 



= konst. 



Si S2 s^ 

Eliminiert man aus beiden Gleichungen 0^3, so erhält man die Gleichung des Mittel- 
lots auf EFy oder die Gleichung der Senkrechten durch G zu EF oder BC wird erhalten,^ 
\Yenn man in Aufgabe 42, Gleichung 25): 

ai = 1, o^ = a, = 0; y, = 2 Ai, yt = Jh, yi = h oder: 

3^1 = 2 Sj 5j, yj = »3 Si, ^3 = Si «2 

setzt Dann ist: r 17, ^^^ r ^^^a 

Ol = — 1, 02 = cos y^ O3 = cos p, 

also die Gleichung des Mittellots von EF: 

XiSi {s^COSß-^S^COSy) — XiSi{Si •^2SiC0Sß)'^X^ Si {Si-\-2SiC0Sy) = 0, 

ebenso wird die Gleichung des Mittellots von BF: 

XiSi (52 + 2^3 C0Sa)-\-X2Si {Sx COSy — SzCOSa) — X^S^ (52 + 2Si cosy) = 

und die Gleichung des Mittellots von EB: 

— ^1^1(^3 +2^2 C05a)-|-iP2 52 (^3 + 2 Si cos ß)-^ Xi Si {S2 cosa — s^cos ß) = 0, dar 

« = c . —^ CÖS ß = -^— Vt-i — 1 CÖS y = -^ — -~-z — > 



cos 



^ s% s% 



2Sz Si 



2 5i ^2 



so kann man diese drei Gleichungen auch so schreiben: 
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Xi 8i (Si^ — Si^) — Xi $2 («3' — ^2* + 2 Si^) — Xi 53 (ff,' — s,» — 2 «i*) = 

— fl?l «I («i* — S3' — 2 ffj') -{-Xi 81 (5i' — Äj') — Xt 83 (8^^ — S3' +2 ffj*) = 

— a?i «1 (s,' — «1^ + 2 5,') —a;, 52 («,« — s,« — 2 5,') 4-a?, «, (V — «i*) = 0. 

Diese drei Geraden gehen dnrch einen Punkt, denn wenn man die drei Gleichongefi 
addiert, so erhält man links als Summe. 

Eliminiert man aus den beiden ersten Gleichungen 8^ x^^ aus den beiden letzten 81 Xi, 
so erhält man: 

^8^X^(8^^+8^*—28^^Si^ — S^^S2^—S^^8^^) — 282Xi(82^'[-S^^^2s^^8^^— 81^82^-^8^%^) =0, 
25,a:2(V+«a* — 254»Sj»— ffj'ff,' — Äj'ffa')— 2s,a?3(V+Ss*--2ffj»s,»--«i»«2*--«2'53')===0, 
^aher: 1 . . 

X2 = — (S/ + 5,* - 2 «i' 53' — 8,^ 82^ — 82^ «,*) 
82 

ar, = — («i'+V — 2 5i»52» — 5j2ä3» — «j«8,«). 
Diese Ausdrflcke lassen sich unter Benatzung der oben erwähnten Formeln: 

2Si5jC0Äy = ffj'-|~S2* — 53*, 2«j«, cos« = Sj' + «3' — 8^\ 28^8iC08ß::^Si^-^Si^^$.J 

bequemer schreiben; z. B.: 

«i«i=V + V — 2V«3' — V — (W + W — «i*) 
= (^2'-V)'-5i*-V(V+V-V) 

= 2 S| Sj COÄ y . — 2Si82C08ß — 8i^ . 2 82 8^ C08 a 

= — 251*5, ff, (2coffj3cOffy + coffa) 

= — 2 ff, * Ä2 ffj [2 cos ßC08Y — C08(ß-\' y)], 

also: a^i = 2 ffi 82 ffs coff (j3 — y), oder a?i = C08 (ß — y), 

OTj = 2 ffi ff, ffj CO8 (y — a), X2 = eo8(y — a), 

^ iCj = 2 ffi ff2 ff3 cos (a — jS), Xz = C08{a — jS). 

Um den Halbmesser des Umkreises zu finden, verbindet man diesen Punkt mit 
der Mitte von BC, also dem Punkte, für welchen yt = 0, y, = «^y» y» = sinß ist, 
4ind wendet die Gleichung 45) von Aufgabe 47 an. Es wird: 

jBTj = coff a ff»n (/J — y), JS2=^ —sinßco8(ß — y), #, = ff ifi y coff (j3 — yV 

Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen in Gleichung 45) wird: 

Mfi^ (ß — y) coff' a + cöff' (ß — - y) ffi»' ß -\- C08^ (ß—y) sin^ y -\- 008^^ (ß — y) . 2 sinßsinycosn 
+ 2 ff ifi 0? — y) coff (ß—y)c08a8inßc08y — 2 8in(ß — y) C08 (ß ^ y) C08 a cos ß sin ; 

= cos' « — coff' {ß — y) cos' a -[- coff* (j5 — y) sin^ ß + coff' (ß — y) ff»«' y + cos' (/? — y) 
.2cosasinß8iny-{-2 ff m' (jS — y)c08{ß — y) coff a 

= coff'(j3 — y) [sin^ß-^-sin^y — coff ' « + 2 coff a fftn j3 ffi« y — 2 coff (jS — y) cos «] 

+ cos' a'\'2cos(ß — y)co8a 
= cos'^{ß — y) [l4-2coffacoffj3cöffy + 2coffasinj3ffiny — 2coff(/3 — y) cosa\ 

+ coff » « -[■ 2 COff 03 — y) COff a 
= cos"^ (/? — y) [1 + 2 co8acos (ß—y)—2cos (ß—y) co8a]-\-2cos(ß—y)ca8a-^cos'a 
= COff' (|3 — y) -(- 2 COff (j9 — y) cos a-^C08^a = [cos (ß — y)+ cos a] ' 
= [cos {ß — y) — COS (ß -j- y)]' = 4 ffin' /9 fft«' y, 
<ler Zähler in Gleichung 45) hat also den Wert : 2 ff, ff, ff, sin ß sin y. 
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Ferner ist: 

^1^1+ ^2^2+53^3 =*2«*wy + «i 8inß=z 2s^sinßz=z2s2Siny=:2 7i^, 
Bedenkt man, dass s, =2rsina, «2 = 2 r «tn /5J, s^ = 2r sin y, so ist : 

8^ cos (ß — y) -f-S, C05 (>' — «) + »3 COS (a — /5) 

= 2 r [sin (ß -j- y) cos (ß — y) -\- sin (y + a) cos (/ — «)+ sin (« + ß) cos (« — ß)] 

= 2r[(sinßcosy-\-cosßsiny)(cosßcosy4'Sinßsiny)'-{- u. s. w.] 

= 2 r [sin ^ cos ß (sm' y -f- cos' y) -[- «w y cos y (sin'^ ß + cos"^ ß) + u. s. w.] 

= 2 r [sin j3 cos ß -{-sin y cos y-\'Sinycosy-\-sin « cos « -f-stn « cos « -f" **** i^ cos j3j 

= 2r[sin2a-|"^***2^ + sin2y] = % r sin a sin ß sin y, 

aber 2 r sin a = «1, also der Nenner = 4 »j sin /? sin 7 . 2 A^ = 16 J sin j3 sin ^, folglich 
ist der gesuchte Halbmesser: 

2 Si Sj S3 sin ß sin y s, S2 Sj 

Ißjsinßsiny 8 J 

1 s 
oder, da Sj s, sin a = 2 J, so ist der gesuchte Halbmesser = ^ — i-* — . 

^ 4 sma 

Nach Anmerkung 59 ist aber der Halbmesser des Umkreises im gegebenen Dreieck 

s 1 

— ^ -, folglich ist der gefundene = -— r. 



2sina ° ° 2 



Uebongsaufgabe 140. Zu beweisen, dass der Umkreis des Seitenmittendreiecks auch 
darch die Fusspunkte der Höhen und durch die Mitten der oberen Abschnitte der Höhen geht. 

Auflösung. Es ist der Fusspunkt von \, d. h. der Punkt 0, cosy, cosß mit dem 
Punkt cos (ß — y), cos (y — a), cos (a — ß) ZU verbinden und zu beweisen, dass die Ver- 
bindungsstrecke = Vs'* ist. 

Es wird in Gleichung 45): 

Jg^ =zeosy cos {a — ß) — COS ß COS (y — «) = sin"^ ß — sin^ y = sin(ß — y) sin a, 

5j = cosß COS (ß^y), 

^, = — COS y cos(ß — y). Daher: 

XTj* -j-jP^'-f" ^3'" 2 jPi^rj cos y — 2jer3 e^cosß — 2js^z^cosa=^ 

cos^ (ß — y) [cos^ß-^cos^ y 4" 2 cos a cos ß cos y]'^sin^ (ß — y) ^**' « 
^28in(ß—y)cos(ß—y)sinacosßcosy-\'2sin(ß—y)cos(ß'-y)sinacosßcosy = 
cos"^ (ß — y) [1 — cos^ a] -i-sin^ (ß — y) sin^ a = sin^ a; 

«i ^i + *2 ^2 + ^3 ^3 ^= ^ ^i ^*** ß ^*** y (siehe Uebungsaufgabe 139), 

*t ^i 4"*2 ^2 ~h^3 ^3 = ^2 cos y 4**3 cosß = Si (nach einer bekannten trigonometri- 
schen Formel, siehe Kleyer, Lehrb. d. Trigonometrie, Formel 87). Daher ist die ge- 
suchte Entfernung: 

Sy Sj S3 sin a s^s^ s, sin^ a 

4 Sj ' sinß sin y ^s^'^sinß sin y sincT 

s ^ sin ß sin v 

aber s^Sg sina = 2/, - — = 2J, folglich ist die gesuchte Entfernung: 

stn a o w 

s. 
-T^ • — = V2 »* (siehe Anmerkung 59). 
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— fl?i «I (Si' — «3' — 2 S2^)-\-Xt 8t (Si' — Si^) — Xi Si (8^^ — ffj' +2 Sj') = 

— Xi Si ($2^ — «i' + 2 «,') — ar, «2 («2' — ^1' — 2 «,') -f- a?s «g («2' — «i') = 0. 

Diese drei Geraden gehen durch einen Punkt, denn wenn man die drei Gleichnngec 
addiert, so erhält man links als Summe. 

Eliminiert man aus den beiden ersten Gleichungen ^3 x^^ aus den beiden letzten «, Xi, 
^0 erhält man: 

25jar,(«,*+Ss*— 2«i'Sj»— Si'5j'— «j'äj»)— 252a?,(«,*+s,* — 2«2»«,«— «,'52^— 54'ä3») = 0, 

2ff,a:,(«i*4-^*~2Vff2*-— «i'ffs*— VV)— 2«sa?3(V+«s*--2«i*«j'--«i*«2'-— *2'«3') = 0, 

<laher: 1 

a?^ = --(5,* + «3*-2VV — «i'V — W) 

«2 = — («i* + Ä,* - 2 «i* 5^2 — 5^2 5jJ ». 5^2 5^1) 
^2 

ar, = — (ffi^-^Sj* — 25i's2* — ^i*»3* — »2*58'). 
^3 

Diese Ausdrtlcke lassen sich unter Benützung der oben erwähnten Formeln: 

2s, «jCO^y = «l* + «2' — ^3', 2SjSs C05a = «,' + 83' — «^^ 2 8^ S^ €08 ß =: S^^ -{- 8s^ — 5,» 

bequemer schreiben; z. B.: 

«i«^i = V + «3* — 2V«3' — V — («i'V + V«2' — V) 

= 2 S| «2 COÄ y • — 2Si8tC08ß — 5i' . 2 «2 ^3 cos a 

= — 2«i*S2 5, (2co8ßco8y-{'COSa) 

= — 2s,'S2«3 [2 cos /? cos y — cos (|3 + y)], 

also: iPi == 2 «1 «2 «3 cos (ß — y), oder a?! = co8(ß — y), 

OTj = 2 Si «2 «3 cos (y — - «), a?2 = cos (y — a), 

fl?, = 2 Si S2 S3 cos (a — j3), aj3 = cos (« — jS). 

Um den Halbmesser des Umkreises zu finden, verbindet man diesen Punkt mit 
der Mitte von BC, also dem Punkte, fttr welchen yt = 0, ^2 = sin 7, yiz=8inß ist, 
■und wendet die Gleichung 45) von Aufgabe 47 an. Es wird: 

jp, = C08a8in(ß — y), ^2 = — sin ß C08 (ß — y)^ #, =zsinYC08(ß — y\ 

Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen in Gleichung 45) wird: 

8in^ (ß — y) co8^ a + cos^ (ß — y) sin^ ß + cos^ (ß — y) si«« y -|- C08^ (ß — y) . 2 sinßsinycosu 
-^2 8in(ß — y)cos(ß—y)co8a8inßeosy — 2 8in(ß — y)co8{ß — y) co8 a cos ß sin y 

= cos^ a — cos^ iß — y) cos'^ a -f- cos"^ (ß — y) sin^ ß + cos^ (ß — - y) si«' y -|- cos"^ (ß — y) 
,2casasinßsiny-{-2 sin} (ß — 7) cos (ß — y) cos a 

= cos^ (ß — y) [sin^ ß + sin^ y — cos^ a-{'2cosasinßsiny^2c(>s(ß-- y) cos «] 

-|- cos' a'^2cos(ß — y)C0Sa 
= cos^iß'-y) [l-^2cosacosßcosy'^2cosasinßsiny — 2cos(ß — y) cosa] 

-^ cos^ a-\' 2 cos (ß ^ y) cosa 
= cos^ (/? — y) [1 + 2 cosacos (ß—y) —2cos(ß^y) cosa] + 2cös (ß—y) cosa-^cas^a 
= cos^ (I? — y) -(- 2 cos (ß — y) COS a + cos^ « = [cos (i3 — y) + cos a]' 
= [cos (ß — y) — cos (j3 + y)]' = 4 sin^ ß sin^ y, 
der Zähler in Gleichung 45) hat also den Wert : 2 s, S2 s, sin ß sin y. 
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Ferner ist: 

^i^i + ^aya + ^aya =«2 5*wy + 5^ sm/? = 2 8^sinß = 2 82Siny=z27l^. 
Bedenkt man, dass 5, = 2 r^in«, ^2 = 2 rsin/i(, ^3 = 2 rsiny, so ist: 

= 2 r [«in (/^ + )') cos (j? — ;/) + sin (y -|- «) cos (/ — «)+ st« (« + i^) <^^^ (« — /^)] 

= 2r[(s«»j3cosy + cos/?si»y)(cosj8cosy4-siw^smy)-f- u- s. w.] 

= 2 r [sin ßcosß (sin^ y -f- cos* y) + ^^'^ y ^^^ / (^'w' /^ + c^*' ß) + 'i- s- w.] 

= 2 r [sm ßcosß-{- sin ycosy-^- sin y cos y -f" **♦* « cos « + ^'^ aCOSa-^-sinß cos ß\ 

= 2 r [sm 2a-\'Sin2ß-{-sin2y] = 8 r si« « sin ß sin y, 

aber 2 r sin a = Sy, also der Nenner =; 4 Sj sm /? sm 7 . 2 ä^ = 16 J sin j3 sin y , folglich 
ist der gesuchte Halbmesser: 

2 St Sj S3 sm ßsiny s, S2 S3 

16 /sin /?smy 8/ 

1 St 

oder, da 82 s« sin « = 2 y, so ist der gesuchte Halbmesser = - —r — . 
• ° 4 sm« 

Nach Anmerkung 59 ist aber der Halbmesser des Umkreises im gegebenen Dreieck 

s 1 

— * -, folglich ist der gefundene = -- r. 



2sina 2 



üebungsaofgabe 140. Zu beweise», dass der Umkreis des Seitenmittendreiecks auch 
darch die Fusspunkte der Höhen und durch die Mitten der oberen Abschnitte der Höhen geht. 

Auilösimg. Es ist der Fusspunkt von Äp d. h. der Punkt 0, cosy, cosß mit dem 
Punkt cos (ß — 7), cos (y — «), cos (« — ß) zu verbinden und zu beweisen, dass die Ver- 
bindungsstrecke = y^r ist. 

Es wird in Gleichung 45): 

z^ =ieosy cos (a — ß) — cosß cos (y — a) = sin'^ ß — sin^ yz=sin(ß^y) sin «, 

£f, = cos ß cos (ß ^ y), 

0^ = ^ cosy cos{ß — y). Daher: 

^i' + ^2' +^3' — - 2 ^i «r, cos 7 — 2 jBfj z^cosß — 2 ifj jeTj cos a = 

cos^ (ß — y) [cos^ ß -^^ cos^ y-\-2cosa COS ß COS y]'^8ih* (ß — y) «»»** « 

— 2sin(ß—y)cos{ß—y)sinacosßcosy-\'2sin(ß—y)cos(ß—y)sinacosßcosy = 

cos^ (ß — y)[l — cos"^ a] + sin^ (ß — y) sin"^ a = sin^ a; 

hPi + ^2 ^2 + ^3 ^3 = ^ ^i ^^^ ß ^*** y (siehe Uebungsaufgabe 139), 

*i ^i ~f"^2 ^2 +*3 ^3 = ^2 ö^^ y + S3 cos ^ = Si (nach einer bekannten trigonometri- 
schen Formel, siehe Kleiner, Lehrb. d. Trigonometrie, Formel 87). Daher ist die ge- 
suchte Entfernung: 

Si s, S3 sin a SiS2 s^ sin^ a 

4 s^^ sin ßsiny ^Si^sinß siny sina^ 

s ^ sin ß sin v 
aber s^ Sg sina = 2 •/, - ^ — . ^ — - = 2J, folglich ist die gesuchte Entfernung: 



sma 



-j- .* — = 1/2 ^ (siehe Anmerkung 59). 
4 sm CL 
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£s ist noch zu beweisen, dass der fragliche Kreis anch durch die Mitte der oberen 
Höhenahschnitte geht. Zu diesem Zwecke sollen zuerst die Dreieckskoordinaten der 

Mitte J des oberen Abschnitts AB. von Höhe 



Figur 56. 



.H, 



HJ ... 


* 


\ 


V - 


«... 


\ 


--•■■ 




• \ 

* " ■ • , 



H, 



ÄHi (Fig. 56) berechnet, J mit dem Mittel- 
punkte des Kreises verbunden und die Ver- 
bindungsstrecke berechnet werden. Ist diese 
= V2^i so geht der Kreis durch /, also 
wegen der Symmetrie der Formeln in Be- 
zug auf alle Ecken auch durch die Mitten 
der andern oberen Höhenabschnitte. Nach 
Uebungsaufgabe 138 ist die Hälfte jedes 
oberen Höhen abschnitts gleich der Entfer- 
nung des Umkreismittelpunktes von der za- 
gehörigen Seite. Daher ist nach Uebnogs- 
aufgabe 132: 

Aj= r cosa. 
Sind x^, a?2, Xz die Dreieckskoordinaten 
von /, so ist 

x^ix^i Xz = JHy^ : JL^ ijLz = h^ — ÄJ 

: ÄJ sin H^AO: Aj sinH^AB, 

oder: 



aber ä, = - = 



Ferner: 
Also: 



x^ : ic, : a?j = h^ — r cosa: r cos a casy : r cos a cos ß, 

2J St^sinßsifiy s.sinßsiny s. ^ i? , ,. t. 

- = -^ .-- ' = -' -T^ , - . = 2r, folglich: 

s^ 5j sm a sin « stn a 

h^ = 2r sin ß sin y, also : 

a?i : a?2 : ^s = 2 sin ß sin y — cosa : cos a cos y : cos a cos ft oder: 

XiiXi'.Xz =^ 2sin ß sin y -\- cos(ß^y): cos a cos y : cos a cos ß^ 
Xi'.XtiXi =: cos (ß — y) : cos a COS y.cosa COS ß. 



!fi' Vt-Vz = cosiß — y): cos {y — a) : cos {a — ß). 
g^ = Xzffz — ^3 y^ = cos a [cos y COS (« — ß) — COS ßCOS(y — tt)] 

= cos u [cos (« + /) cos (rt — y) — cos (jx -|- ß) cos (« — ß)] 
=^ cosa [cos"^ a eos"^ y — sin"^ a sin'^ y -— coä' a cos^ ß -j- sin^ a sin^ f\ 
= cos a [cos^ a (cos^ y — cos' ß) -f- sin^ a (sin' ß — sin* y)] 
= cos u [cos^ a {sin"^ ß — sin"^ y) -[- sin^ a (sin^ ß — sm' y)] 
jefj = cos a {sin^ ß — sin"^ y) = cos a sin a sin (ß — y) 

z^ z= Xi yi — Xi i/z ^= cos (ß — y)[cos « cos ß — cos (u — ß)\ 

= cos (ß — /) (cos u cos ß — cos a cos ß — sina sin ß) 
jTj = — sin a sin ßcos(ß — /) 

iTj =1X1^2 — -Pj yi = cos (ß — y) [cos (y — rt) — COS a COS yj 

= cos(ß — y) (cos ycosa-^siny sin a — cos « cos y) 
Zi = sin a sin y cos (ß — y \ 

daher ist: 

ir, 2 -(- jBfj2 _|_ jgrji — 2 i^i 02 COSy — 2 Zi z^ COS ß — 2 Z2 z^ COS «, 

abgesehen von dem gemeinsamen Faktor sinket : 
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sin^ß^y)ea8^a+2sin(ß—y)cos(ß'-'y)casasinßcosy-'28in(ß—y)cos(ß---y)ca^^ 

+ C08^ (ß — y) [sin^ ß + sin^ y'^2 sinßsiny cos a] 
= C03^a — e08^aC03^(ß'^y)-\-2siniß—y) cos(ß^y)cosalsinßcosy'^cosß8iny] 

-f-cos'OS— y) [sin^ß+sin^y-\'2$inßsinycosa] 
= cos^a+2Hn*{ß-y)c(>8iß-y)co3a+co8^ß^y)[sin^ß+sin^y^cos^a+2sm^ 
= C03'a-^28in^ß-y)co8(ß^y)eo8a+cos^(ß-y) [l+2co8aca8ßcosy + 28inß8inycosa] 
= €0s^a+c(>8^ (ß-'y) + 2sin^ (ß—y) cos (ß^y) eo8a + 2ca8^(ß—y) C08a 
= cos^a-^cos^ (ß—y)-^2cos (ß^y) cosa [m' (ß-y) +co8^ (ß-y)]^ 
= cos^a-^2 cos (ß—y) cosa + cos^ (ß—y) 
= [cosa + cos OS—/)]» = [cos (ß—y) — cos (ß+y)Y 
= 4 «m» ß sm» y. 

Folglich ist der ganze Zähler in Gleichung 46): 2SiSiSi8inasinß8iny. 
Ferner ist: 

^1*1 +*a^a +*8^3 = «i cos (jS— y) + Ä, cosa COSy + s^ coSa cosß 

= s, cosßco8y'\'S^sinßsiny + SjC08aco8y-{-s^ co8a cosß 

= 8^ Sinß Smy + C08ß (S^ COSy 4- «3 cosa) +SjCOSa COSy 

= «1 sinß siny -|- s^ cosß-^-s^ cosa cosy 

= «i«inj8«»ny-f-*2 \^aC03y — cos{a-^y)'\ 
^ SiSinßsiny-\^Sisinasiny 
= «i sin ßsiny-\'S^ sin ßsiny 
= 28isinßsiny. 

Die ganze gesuchte Entfernung ist also, da «lyi+Ä^yz + Sa ^3 = 4Si smßsmv 
(siehe ohen Uebungsaufgahe 139): ^ 



g| 5,53 sina sinß siny $1828^ sina 

4 Si^ sinß siny . sinß siny 4:8^^ sinß siny 



oder: 



Si^jSjSw'a 



JSi 



aber 



^ 



4S|^ 5mjS siny sina 4 J sina 



4s}nu 



~- - = r, also ist die gesuchte Entfernung = Vj **. 



Anmerkung 60. Es geht somit ein Kreis 
durch die drei Mitten der Seiten, durch die 
drei Fusspunkte der Höhen, durch die drei 
Mitten der oberen Höhenabschnitte. 

Dieser Ejreis heisst Kreis der neun 
Punkte, oder Fenerbctchscher Kreis (siehe 
Fig. 57). 




Hx T, 
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üebungsaulgabe 141. Zu beweisen: der Mittelpunkt des Feuer&aoAschen Kreises ist 
Halbierungspunkt der Yerbindungsstrecke zwischen dem Höhenpnnkt und dem Umkreis- 
mittelpunkt. 

Aoflösiing. Die Koordinaten des Höhenpunktes sind nach Uebungsaufgabe 127: 

cosßcosy\ COSyCOScc; COSaCOSß. 

Die Koordinaten desUmkreismittelpnnktes sind nach Uebungsaufgabe 126: cosa, cosß, casy. 
Die Koordinaten des Mittelpunktes der Verbindungsstrecke erhält man, wenn man in 
Aufgabe 52, Gleichung 52) ;i = 1 setzt, also: 

rXi = COSß COSy (SiCaSa-\'82C0Sß-\^$^C(^y)'-\-C0Sa {SiC08ßC08y--\-S2C0SyC<^a-^8iC0$aCO3ß) 
tx% = C08y COSa {SiC08a'^82C08ß-\'S^COSy)'{-C08ß (8iC08ßC0Sy'\'82e08yCa8a-{'8iC08aCOSß) 
TiTj = COSaCOSß (8iC08a'^8^C08ß--{-8zC08y)-{'C0Sy (SiC03ßC0Sy'\'82C08yC0Sa'^8iCa8aCOSß), 

Die 5i, «2, Si können hier sowohl die Seiten, als die Sinusse der Winkel des Fnnda- 
mentaldreiecks bedeuten, da die letzteren den ersteren proportional sind und der Propor- 
tionalitätsfaktor mit T vereinigt gedacht werden kann. 

Die Ausrechnung giebt dann z. B.: 

T a?j = 2sina C08a C08ß C08y + sinß cosy (cos^ß -\- cos^a) + *»'*?' C08ß (co8^y -f- cos^a), 

oder (siehe Kleyer, Lehrb. der Goniometrie, Formelsammlung 288, 289 ff.): 

rxi = 8ina eo8a C08ß cosy -f- 8%nß co8y (««'/ — 2ca8a eosß cosy) 
-^siny C08ß {sin^ß — C08a C08ß C08y) 

= 2c08aC08ßC08y [«»«« — {sinß C08y -f- C08ß «»«)')] 

+ 8inß 8iny {siny cosy + 8inß C08ß) 
= 2co8a cosß eo8y (sina — 8ina) + %8inß 8iny (8in2ß-{- 8in2y)t 
oder (siehe Kieper, Lehrb. der Goniometrie, Formelsammlung 271): 
= ^l28inß8iny {4:8ina8inß8iny—23ina eosa) 
= sina sinß siny (2sinßsiny — cosa) 
=: sina sinß siny [2sinßsiny'^eo8(ß-\-y)] 

= sina sinß sin y . cos (ß ~ y). 

Dementsprechend wird: 

tx2 = sina sinß siny . cos(y — «); 

rx^ = sina sinß siny cos(a — /?); 

also erhält man unter Vereinigung des gemeinsamen Faktors sina sinß siny mit dem 
Faktor t als Koordinaten des Mittelpunktes der Verbindungsstrecke: 

cos (ß — y), cos (y—a), cos (a — ß), 

d. h. die Koordinaten des Mittelpunktes vom Feuerbachschen Kreis (siehe Uebungs- 
aufgabe 139). 



II). Linienkoordinaten und Punktgleichungen. 

Erörterung 26. Punkt und Gerade sind die einander gleichwertigen einfachsten 
Haumeleinente, die Gerade eine Folge von Punkten, der Punkt das gemeinsame 
Element mehrerer Geraden. Beide haben auch das gemeinsam, dass sich eine 
erschöpfende, nicht auf besondere Hypothesen oder Empirie gegründete Definition 
derselben nicht geben lässt. Während nun in der Elementargeometrie Punkt 
und Gerade als gleichwertige Gebilde neben einander auftreten, wurde im bis- 
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herigen Teil der analytischen Geometrie der Punkt als das ursprüngliche Element 
angesehen und die Gleichung der Geraden durch die Koordinaten der auf ihr 
liegenden Punkte ausgedrückt. Für viele Untersuchungen bequemer und im 
Interesse der Gleichförmigkeit ist es, die Gerade als ursprünglich gegebenes Ele- 
ment zu betrachten und ihre Lage in Bezug auf willkürlich gegebene Achsen 
durch zwei unabhängige Bestimmungsstücke (Koordinaten) zu definieren. Dann 
ist der Punkt als Mittelpunkt eines Büschels von Geraden anzusehen, deren Be- 
stimmungsstücke durch eine solche Bedingung verknüpft sind, dass sie sämtlich 
durch den Punkt hindurchgehen. 

Als Koordinaten einer geraden Linie könnte man etwa die Ab- 
schnitte wählen, welche dieselbe auf den Achsen bildet. Es empfiehlt sich 
jedoch aus Gründen, welche weiter unten auseinandergesetzt werden sollen, 
hauptsächlich wegen des Bedürfnisses, die Untersuchung der geraden Linie und 
des Punktes möglichst gleichartig zu gestalten, statt der Abschnitte selbst die 
negativen reciproken Achsenabschnitte der Geraden zu wählen. Die- 
selben sollen in Zukunft durch die Buchstaben m, v bezeichnet werden. Die 

gerade Linie («, v) bildet also auf der Xachse den Abschnitt , auf der 

Tachse den Abschnitt 

V 

Nach Erörterung 9 ist: 

- +*'-l=0 oder: _£ — | + l = 
ab ab 

die Gleichung einer Geraden, welche auf den Achsen die Abschnitte a und b 
macht. Es ist somit die Gleichung der geraden Linie, deren (Linien) Koordinaten 
u, V sind, in laufenden Punktkoordinateu: 

iia:-f-vy + l = 1) 

Demgemäss sind die Koordinaten der geraden Linie, deren Gleichung in 
laufenden Punktkoordinaten Äiv-^-By -{- C = ist: 

A B 

Erörterung 27. Nach der in Erörterung 26 gegebenen Definition der Koordi- 
naten einer Geraden ist eine Gerade, für welche w = 0, t; = konst. ist, parallel 
zur Xachse, denn ihr Abschnitt auf der Xachse wird oo, ebenso ist durch: 

u =5 konst., t; = 

eine Parallele zur Fachse bezeichnet. 

w = cx), t; == 00 

stellt eine durch den Koordinatenursprung gehende Gerade dar, denn 
da ihre reciproken Abschnitte unendlich gross sind, so sind die Abschnitte selbst 
unendlich klein, d. h. 0. Dagegen wird durch: 

w = 0, t; = 

die Gerade im Unendlichen dargestellt (siehe Erörterung 21). 
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Aufgabe 53. Zwei Geraden sind 
durch ihre Linienkoordinaten gegeben. Auflösung. DieEoordinatenderbeideD 
Die Funktkoordinaten ihres Schnittpunk- Geraden seien t/^, v^\ t/,, t?,, dann sind 
tes zu berechnen. ihre Gleichungen in laufenden Punkt- 

koordinaten: 

Wi ^ + «'i y + 1 = Ol 

Erkl. 80. Nach Aufgabe 19 Bind die Koordi- _, a_ i — n- 

naten des Schnittpunktes der beiden Geraden: w,flJ-i-t?, y-J-l — ü; 

J^x + B^y+Ci = 0, daher sind nach Aufgabe 19 die Koordi- 

A x + B y + C =0, naten des Schnittpunktes zu finden, wenn 

, , !, ^ 2 » ^^^ .jj ^gjjj ^^^ erhaltenen Resultate: 

gegeben durch: 

^- A,B,-A,B,' CT""**^' C, ""^*' 6\ "^^'■^ — ^'^ 

V = ^i_^?JZl?2A. setzt Also: 

^ A^B^ — A^B, 






y .= 



t^a — t^i 



2) 



Aufgabe 54. Den Winkel zu be- 
stimmen, welchen die beiden Geraden Auflösung. Setzt man in Aufgabe IS 
{u,, .,), («„ V,) mit einander bilden. ^^ g^^jj^ ^^^ ^^ A ^ |^^ |^ l,^^^ 

Erkl. 81. Nach Aufgabe 16 iat der Tangens ^® Ausdrücke w^, Mj, v^, t?,, SO erhalt 
des von den zwei Geraden: man für den Tangens des von beiden 

^i« + Biy-j-(7i = 0, Geraden gebildeten Winkels a: 

gebildeten Winkels: <*i ««i + ^i «^2 ' 

^ __ ^i^j — ^a^ i ein Ausdruck, der ebenso wie der von 

-dj -42 -f JBi Bj* Aufgabe 53 sowohl für rechtwinklige, 

als für schiefwinklige Koordinaten gut. 

Anmerkung 61. Aus Aufgabe 54 ergiebt sich als Bedingung für das Parallelsein 
der Geraden (w^, v^) und (w,, t?,): 

^i ^2 "~ ^3 t'i = oder: 
u^ ; tij = t?! : v, oder: 
ttj = X tii 

Ebenso ergiebt sich als Bedingung für das Senkrechtstehen der zwei Geraden: 

Wi «2 4" ^i <^2 = oder: 
t/j : t;^ = — Vj : «, oder: 



. 5> 

«2 = X t^i 



172 = — A«i. 
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Aufgabe 55. Das vom Koordinaten- 
urspruDg auf die Gerade (u, t;) gefällte 

LfOt und den Winkel, welchen es mit Auflösung. Nach Erörterung 26 ist 
der positiven Xachse bildet, in den Ko- die Gleichung der Geraden in laufenden 
ordinaten der Geraden auszudrücken (das Punktkoordinaten : 



Koordinatensystem ist rechtwinklig). 



war + vy + 1=0. 



ErkL 82. Wenn die Gleichung einer Ge- Nach Aufgabe 15 ist das Lot i>, welches 

raden Yorliegt: vom Koordinatenursprung auf die Gerade 

Ax + By + C ^ gefallt wird, sowie der Winkel a, welchen 

welche in die Normalform: ' ^K"^'^ der positiven Xachse bildet, ge- 



geben durch: 

1 



X eo8 a -\- y sin a — p = 
öbergefQhrt werden sollen, so ist: p^ = 

C 



— u 






COSa = — 






V -4* -f B^ j)j^g Vorzeichen der Quadratwurzel ist 

stets positiv zu nehmen. 



Aufgabe 56. Den Inhalt eines Drei- 
ecks in den Linienkoordinaten w, v\ Auflösung. In Uebungsaufgabe 85 
^if ^1^ ^21 ^\ ^^^ Seiten auszudrücken, dividiere man bei der Schlussgleichung 

für 2 J* in Zähler und Nenner mit C^ \ 

0, \ C, * und ersetze -^^ -^-^, yf , v,^ , 

A jg Oj O^ Oj Cj 

-j^^ -YT- bezw. durch t«, r, w^, t^j, t/,, r,, 
Ol O3 

so erhält man: 

or_ [«<(Vi—Vj) + Wi(«^j — «') + ««,(«' — «'i)]' , 
Ä e/ — TT r-7 r— Oder r 



Erörterung 28. Ebenso wie in den Erörterungen 4 bis 16 die Frage be- 
antwortet wurde, welche geometrische Bedeutung eine Gleichung, speziell eine 
Gleichung ersten Grads, zwischen den Koordinaten eines Punktes hat, erhebt 
sich auch für Linienkoordinaten die Frage: was hat eine Gleichung zwischen den 
Koordinaten u und v einer Geraden geometrisch zu bedeuten? 

Man denke sich eine solche Gleichung von beliebigem Grade gegeben, so 
entspricht nicht jedes beliebige Wertepaar für u und v der Gleichung, wohl aber 
lässt sich für jedes beliebig gewählte u eine endliche und bestimmte Anzahl von 
Werten v angeben, welche, mit Jenem u zusammen in die Gleichung eingesetzt, 
dieselbe zu einer identischen machen. Unter vorläufigem Ausschluss imaginärer 
Werte wird sich also für jeden auf der Xachse angenommenen Punkt eine durch 
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den Grad der vorliegenden Gleichung bestimmte Zahl von Geraden finden lassen, 
welche durch die Gleichung dargestellt sind. Giebt man dem gewählten u einen 
vom vorhergehenden ausserordentlich wenig verschiedenen Wert, so wird jedes 
der zugehörigen v im allgemeinen (gewisse später noch zu erörteiiide Stetig- 
keitsbedingungen vorausgesetzt), auch nur wenig von dem früheren Werte ab- 
weichen; die Geraden, welche mit den neuen, der Gleichung entsprechenden 
Wertepaaren u und v konstruiert sind, werden daher mit den alten kleine Winkel 
bilden und einen im allgemeinen im Endlichen liegenden Schnittpunkt gemein 
haben. Durch weitere kleine Aenderungen der u und damit der zugehörigen v 
erhält man somit eine durch den Grad der Gleichung bedingte Anzahl Scharen 
von Geraden. Nimmt man eine solche Schar heraus, so werden ihre successiven 
Schnittpunkte innerhalb eines bestimmten Teils der Ebene um so näher aufein- 
ander folgen, und die dazwischenliegenden Stücke der einzelnen Geraden werden 
um so kleiner werden, je kleiner die Aenderungen der u bezw. v angenommen 
wurden. Denkt man sich also für alle, noch so wenig verschiedenen Werte von u 
die zugehörigen v berechnet und alle dadurch bestimmten Geraden verzeichnet, 
so werden deren successive Schnittpunkte in stetiger Aufeinanderfolge ein Stück 
einer (krummen) Linie darstellen, mit welcher die einzelnen Geraden der be- 
treffenden Schar je nur einen Punkt gemeinsam haben. Die Gesamtheit aller 
der Gleichung entsprechenden Geradenscharen bildet daher eine entweder aus 
mehreren getrennten Zweigen bestehende oder zusammenhängende Kurve, an 
welcher die einzelnen Geraden Tangenten sind: 

Eine Gleichung zwischen Linienkoordinaten stellt in laufenden 
Linienkoordinaten eine Kurve dar, welche vonden einzelnen Geraden^ 
deren Koordinaten der Gleichung genügen, umhüllt wird. 

Erörterung 29. Ist die Gleichung zwischen den Linienkoordinaten vom ersten 

Grade, also von der Form: i , Ty , ^ r, 

Au-f-JBv-f-Ü^O^ 8) 

so entspricht jedem beliebig gewählten Werte ti nur ein, aber immer ein reeller 
Wert von v. 

Es mögen nun ti^ , v^; u^^ t;, ; ti, , v^ drei zusammengehörige Wertepaare 
von M und v sein, welche der Gleichung 8) genügen, so sind nach Aufgabe 53 
die Punktkoordinaten des Schnittpunktes von (Wj, v^) mit (m,, v,): 



X» = = , y, = 

Ebenso sind: 



die Punktkoordinaten des Schnittpunktes von (wj, r,) mit (w,, «?,), und 

' "" ~ «3 Vi — tej 1^3 ' ^' ^ ttj Vi — Wi Vj 

die Punktkoordinaten des Schnittpunktes von (w,, v^) mit («i, v^). 

Multipliziert man den Wert von x^ mit JB, den von y^ mit Ä und bildet 
den Ausdruck Bx^ — -^^31 so ist: 

^ . Äi(i'^Bvi — (Äu^-{'Äv^) 

WiV, — t(jVi 

_ (^tgi + Jgri + (7) — (^ti3 + Jgv^ + (7) 
"" w, v\ — «j Vi 
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Wegen Gleichung 8) ist aber der Zähler = 0, folglich ist 

Bor^ -- Ay^ =0 oder: 

x^:y^ = A : B. 

Ebenso wird: 

x^iy^ = Ä:B, 

x^\y^^ = A:B. 

Die drei Schnittpunkte der drei Geraden müssen somit nach Erörterung 10 
auf einer durch den Koordinatenursprung liegenden Geraden liegen. Dies ist aber, 
da die Geraden nicht zusammenfallen sollen, unmöglich, ausser wenn die drei 
Schnittpunkte in einen zusammenfallen, oder alle drei Geraden, damit aber über- 
haupt alle Geraden, deren Koordinaten der Gleichung 8) genügen, durch einen 
Punkt gehen. 

Es handelt sich noch darum, die Koordinaten des gemeinsamen Schnitt- 
punktes aller Geraden zu berechnen, welche der Gleichung 8) genügen. Zu diesem 
Zweck wähle man unter den unendlich vielen Geraden, deren Koordinaten durch 
jene Gleichung verknüpft sind, diejenigen beiden heraus, welche den Achsen 

G 
parallel gehen ; für die eine derselben ist w. = 0, also v. = -\ für die andere 

C 
ist t?j = 0, also u^ = r (siehe Erörterung 26); es bekommt daher der Schnitt- 
punkt die Koordinaten: 



y = 

(siehe Aufgabe 53). 


^2 — ^i ___ ^i __ 1 __ -^ 


M^ Vj — Wj t?i Wj V^ li^ C 


^1 ^2 — ^h ^i ^H ^i ^i ^' 



Man hat somit als Resultat unserer Untersuchung: 

Alle Geraden, deren Linienkoordinaten einer Gleichung ersten Grads: 

Au + Bv + C=: 
genügen, gehen durch einen und denselben Punkt, dessen Punktkoordinaten 

-Q und -^ sind. 

Die Gleichung 8), oder um die Uebereinstimmung zwischen Punkt- und 
Linienkoordinaten noch besser hervortreten zu lassen, die hieraus durch Division 
mit C entstehende Gleichung 

oM+6t;+l =0 9) 

stellt folglich in variabeln Linienkoordinaten u, v denjenigen Punkt dar, dessen 
Punktkoordinaten a, b sind: sie ist die Gleichung dieses Punktes. 

Umgekehrt ist auch leicht zu zeigen, dass jeder Punkt a, b durch eine 
Gleichung von der Form 8) oder 9) dargestellt werden kann. Denn, wenn ux-\- 
t;^-f- 1 =0 in laufenden Punktkoordinaten x und y eine Gerade bezeichnet, so 
ist die Bedingung dafür, dass sie durch a, b geht: au-{-bv-\-l = 0^ und u und v 
sind nach Erörterung 26 die Koordinaten dieser Geraden. 

Dadurch ist es möglich jede Gleichung ersten Grads auf doppelte Weise 
zu deuten: Bringt man die Gleichung ersten Grads durch Division 
mit dem Absolutglied auf die Form: 

ux+vy-^l = 0, 10) 

so stellt sie in laufenden Punktkoordinaten x, y die Gleichung einer 
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Geraden dar, deren Linienkoordinaten t«, vsind, dagegen in veränder- 
lichen Linienkoordinaten u, v die Gleichung eines Punktes, dessen 
Punktkoordinaten x^ y sind. 

Anmerkung 62. Der in Erörterung 29 gelieferte Beweis sttltzt sich auf die Bedingung, 
dass die Nenner u^v^ — ihv^^ W2V3 — «jVj, w, Vj — Wj t;, von Null verschieden sind. 
Wären sie gleich Null, so wären entweder (siehe Anmerkung 61) die drei Geraden ein- 
ander parallel, würden also einen Schnittpunkt im Unendlichen besitzen, oder wäre 
t«i = fi, = t^s, t?j = t?, = ^si d. h. sie würden zusammenfaJlen, was bei beliebigen Werte- 
paaren t«, V nicht angenommen werden kann. 

Anmerkung 63. Das Resultat von Erörterung 29 zeigt zugleich, warum als Linien- 
koordinaten gerade die negativen reciproken Abschnitte der Geraden genommen werden. 
Dies allein hat die Folge, dass Punkt- und Geradengleichung die gleiche Form bekommen. 

Anmerkung 64. Die Gleichung 9) nennt man die Normalform, die Gleichung 8) 
die allgemeine Form der Gleichung eines Punktes. Beide gelten in gleicher Weise für 
rechtwinklige und für schiefwinklige Systeme. 



Aufgabe 57. Die Gleichung eines 
Punktes inLinienkoordinaten aufzustellen, 

welcher eine Strecke im Verhältnis m : n AnilöBimg. Nach Erörterung 29 sind 
teilt. Die Endpunkte der Strecke sind a^, b^^ o,, 6, die Koordinaten der End- 
durch ihre Gleichungen: punkte derStrecke. Nach Aufgabe 12 sind: 



ajW + 6it; + l = _ na^ -j- mg, 



a = 



gegeben. 



0,^ + 62^+1 = w+n 

^ n 6j + w 62 
w + n 

die Koordinaten des Teilpunktes. Folg- 
lich ist die Gleichung des Teilpunktes 
in der Normalform: 

««.+»»«, ^^^MiJüLk«+ 1 = 0. 11) 



m + w m-\-n 

Diese lässt sich auch schreiben: 
w(a4 w + 6j r + 1) + w (ttj w + 6j t; + 1) =0, 

oder, wenn man — = X setzt: 

n 

(«tW + 6, t;+l) + ;L(ajW + 6,t?+l) =0. 12) 



Aufgabe 58. Den Abstand des durch 
die Gleichung 

au + 6t;+l = Auflösung. Nach Erörterung 29 sind 

gegebenen Punktes von der durch ihre ^ \ , ^^^ Koordinaten des gegebenen 

Koordinaten w„ v, gegebenen Geraden 1^^^^^%^ "5* d?e Gleichung der gege- 

zu berechnen * ° ° benen Geraden in laufenden Punktkoor- 

Es sind rechtwinklige Koordinaten vor- ^^^^^^^ ^^t: 
ausgesetzt. w^ a? + 1;| y + 1 = 0. 
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Nach Aufgabe 21 ist daher der Ab- 
stand des Punktes von der Geraden: 

XrkL 83. Man erhält den Abstand eines 
Punktes von einer Geraden, wenn man in die u^ a -{- v^b -j- l 

linke Seite der Normalgleichung des Punktes i/ 2 1 ^^^ ' ... 13) 

an Stelle der laufenden Linienkoordinaten die V ^1 T~ ^1 

Koordinaten der gegebenen Geraden einsetzt, ^q]^^^ ^^^ Abstand negativ zu rechnen 
dorch die Quadratwurzel aus der Quadratsumme .. jtiiatt^ ^ ^ 

dieser Koordinaten dividiert und diesen Aus- ^st, wenn der Punkt vom Ursprung aus 
druck negativ nimmt, wenn der Punkt vom Ur- gesehen diesseits der Geraden liegt, 
sprang ans gesehen diesseits, positiv, wenn er Man hat daher die in Erkl. 83 ange- 
jenseits von der Geraden liegt gebene Regel, welche ganz der für die 

Gleichung der Geraden in Punktkoor- 
dinaten abgeleiteten (siehe Aufgabe 20 
und 21) entspricht. 



Aufgabe 59. Die Länge der Ver- 
bindungsstrecke der beiden Punkte: 

Oj w + 6^ t; + 1 = 0, AuflÖBung. Da nach Erörterung 29 



a,w + 6jt;+l = 0, 



^11 ^19 <^it h ^^^ Koordinaten der beiden 
Punkte sind, so ist nach Aufgabe 10 ihre 
zu finden. Entfernung: 

}/{a,-a,y + {b,-b,y = d. . . 14) 



Aufgabe 60. Die Bedingung anzu- 
geben, unter welcher die drei Punkte: 

a^u-^-b^v-^-l =0, 

a, u 4- &2 1; -f- 1 = 0, Auflösung. Hiezu ist nötig, dass die 

iT,,__Q aus den beiden ersten Gleichungen be- 

• ' • ' ' rechneten Koordinaten w, v der Ver- 

in einer geraden Linie hegen. bindungsstrecke der beiden ersten Punkte 

auch der dritten Gleichung genügen. 
Jene Werte von u und v sind: 

b,-b. 



«1*2 — «2^ ' 

also muss: 

+ («1*2— «2*1) = 0, 
oder: 

«1 *2 — «2 ^ + «2 *» — «3 *2 

J^ a,\—a,b, = 15) 
sein. 

Diese Bedingung lässt sich aber noch 
einfacher so aussprechen (vgl. Anmerkung 
25 und 26): es müssen sich drei Faktoren 
K^K'iK s^ bestimmen lassen, dass: 
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Erkl. 84. Die identische Gleichung 16) ist ;[ (a^ u-]-b^v-{-l) 
gleichbedeutend mit folgenden drei Gleichungen : 

x,h, + x^b^ + k,h, = o, +h(Ps^ + h^+^) = ^ . • . 16) 

A^ -^ ;tj + A3 =0. eine identische Gleichung ist, d. h. für 

Eliminiert man aus ihnen die Verhältnisse J^^^S u und v gültig ist. 

-_L und ~~, so erhält man die Bedingungs- 
A3 A3 

gleichung 15). 

Erkl. 85. Das nebenstehende Resultat lässt 
sich mit Worten so aussprechen: 

Drei Punkte liegen in gerader Linie, wenn 
die mit drei willkürlichen Konstanten multipli- 
zierten linken Seiten ihrer Gleichungen Null 
identisch zur Summe geben» 



Aufgabe 61. Die Gleichung der Kurve 
aufzustellen, welche von einer beweg- 
lichen Geraden eingehüllt wird, deren Auflösung. Die Koordinaten der be- 
Abstände von zwei festen Punkten ein weglichen Geraden seien w, v. Die Glei- 
konstantes Verhältnis haben. chungen der festen Punkte seien: 

ai w + 6i V -|- 1 = 0, 
ajW + 62t? + l = 0, 

dann sind nach Aufgabe 58 die Abstände 
der beiden Punkte von der Geraden: 

+ r—--- — '- - — und 



+ 



g^ ti + &2 1? + 1 



Erkl. 86. Liegen die beiden festen Punkte Sollen diese Abstände das Verhältnis 

auf derselben Seite der beweglichen Geraden, x ; j haben, SO muss : 
so haben beide Abstände gleiches Vorzeichen; 

in diesem Fall gilt in Gleichung 17) und 18) a^n-f-^i^+ 1 1 . OjW + fc^tH- 1 

das negative Vorzeichen. Geht dagegen die + ^/- :~ — IT * tf 1 i ~^ 

Gerade zwischen beiden festen Punkten hin- yw^+t?* y «* + ^ 

durch y 80 haben die Abst&nde entgegengesetz- ^^-^ (xAt^v 

tes Vorzeichen; dann gilt in Gleichung 17) und ^^^^' ^^^^' 

18) das positive Vorzeichen. (ai««+&iV+l)+A(a,M+6jt?-}-l) = 0, 17) 

oder: 

i^«») „ + ^^A. ,+ 1 = 0. 18) 

1+A ' l±X ' 

Dies ist aber nach Aufgabe 57 die Glei- 
chung eines Punktes, welcher die Strecke 
zwischen den beiden festen Punkten im 
Verhältnis ±X:1 teilt. 

Man erhält somit den in Anmerkung 65 
ausgesprochenen Satz: 
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Anmerkung 65. Alle Geraden, deren Abstände von zwei gegebenen Punkten ein ge- 
gebenes Verhältnis haben, gehen durch einen von zwei bestimmten Punkten auf der 
Verbindungsstrecke der festen Punkte. Diese bestimmten Punkte teilen die Strecke im 
gegebenen Verhältnis aussen und innen. Diejenigen Geraden, welche zwischen den End- 
punkten der Strecke hindurchgehen, für welche also das Verhältnis der Abstände — X:l 
ist, gehen durch den inneren Teilpunkt der Strecke; diejenigen Geraden, welche die 
Strecke nicht schneiden, f Or welche also das Verhältnis der Abstände --f- ^ * ^ ^st, gehen 
durch den äusseren Teilpunkt. 

Die Gleichung des inneren Teilpuuktes ist: 

(aiU + 6iV-f-l)-l-X(a2W + 62t?+l) = 0, oder: 

^+X ^ + -1+^-^ + 1-0 lö) 

Die Gleichung des äusseren Teilpunktes ist: 

(aitt + 6it;+l) — X(aatt + &jt? + l) = 0, oder: 

1_A -u+-^_^-v+X = 20) 

Anmerkung 66. Aus der vorhergebenden Anmerkung folgt, dass die Gleichung: 

(ai w + &it;4-l) + (a2«-f-62t?+l) = 21) 

den Halbierungspunkt der Strecke zwischen den Punkten 

darstellt. Ebenso stellt die Gleichung: 

(aiM + 6ii; + l) — (a,w + 62t?-|-l) = 22) 

den unendlich fernen Punkt der Strecke zwischen den Punkten 

aiU-\-biV-\-l =^0 und a2tt-f-2>2V + l = 

dar. Denn im ersten Falle ist das Teilverhältnis 1 : 1 und die bewegliche Gerade geht 
zwischen den Endpunkten der Strecke hindurch (Anmerkung 65), im zweiten Falle ist 
das Teilverhältnis — 1:1, die bewegliche Gerade schneidet die Strecke nicht. 



Aufgabe 62. Die Koordinaten einer 
Geraden zu bestimmen, welche durch den Auflösung. Die Gleichung irgend 
Schnittpunkt der beiden Geraden (Wj, v^) eines Punktes auf der Geraden w, v ist: 
und (w„ V,) geht. a w + 6 1; + 1 = 0, 

die Gleichung irgend eines Punktes auf 
der Geraden (w^, Vj) ist: 

die Gleichung irgend eines Punktes auf 
0*2? ^'2) ^st: 

a Wj 4" ^ ^2 "i" 1 = ^• 

Erkl. 87. Zur Bestimmung emer bestimm- Sollen also die drei Geraden durch 
ten Zahl von Unbekannten aus Gleichungen einen Funkt hindurchgehen, so müssen 
ersten Grads sind ebensoviele Ton einander un- die a und b allen drei Gleichungen ge- 

»teSifÄ Ä.'^LÄÄ nügen Diese drei Gleichungen enthalten 
Gleichungen 1. Grades). ^^^^ ^^^ vier Unbekannten a, 6, w, v. 

Daher sind, was schon aus dem Anblick 
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der Aufgabe hervorgeht, u und v nicht 
vollständig bestimmt 

Die Grössen a und b sind die Koor- 
dinaten des Schnittpunktes von (ti|, rj 
mit (t«2, r,), also nach Aufgabe 53: 

a = — ^2 — ^1 j ^ «a — «I 

Setzt man diese Werte in die erste 
Gleichung ein, so wird dieselbe unter der 

Bedingung, dass w, Vj — t«j ^i < ^» d. h^ 
dass (e<i,t;J und (u^^v^) nicht parallel 

Erkl. 88. Die Bedingung 28^ ist gleichbe- sind: 

deutend mit dem Yerschwinden des Zählers im ^ . , . . 

Ausdruck fttr 'den Inhalt des aus drei Geraden — K«'2— ^i)+n<S— «i)+<*i«'a— ««i^i =0» 

gebildeten Dreiecks (siehe Aufgabe 56). oder* 

uv^ — Wi v-j-w^ v, — u^ v^ -|^2 V— w Vj = 0. 23) 
Erkl. 89. Wenn: Die Bedingung für das Nebeneinander- 

i,(au-\^hv + l) + x,{au, + bv,+l) «^^^«^ ^^^ ^^^^ Gleichungen: 

+ Aj(ati, + 6i;j + l) = 0, aw +6t? +1=0, 

x,u + x,u, + x,u, = 0, ««i +6t;, +1 = 0, 

Aii7 + A2t?i + A^t7, = 0, atij +6t?, + 1 = 0, 

^1 + ^ + ^j = j^ggj gjgjj j^^jg^ jjQ^jj jjj anderer Weise 

sein; dividiert man durch A| und setzt ausdrücken: 

^ _ ^ _ Es ist dies nur dadurch möglich, dass 

ii "" ^*' Ä^ ■" ^^' eine Gleichung eine Folge der beiden 

so folgt ans der letzten Gleichung: andern ist, oder dass die Summe der 

____.-, ^ linken Seiten, jede mit einem passend 

daher: ^* ~ ^ "tA'i » gewählten Faktor multipliziert, Niäl iden- 

14 == (l + ^j) Ui — /ij ii„ tisch zur Summe giebt 
^ = (l+A'j)«'!— A^i^i» Es muss daher sein (siehe Erkl. 89): 

Wenn man — , — = A, ^p - = A. setzt, X« = Wi — A^ ii,, ) 

I4-/I2 l+i"2 ( 24) 

so folgen daraus die Gleichungen 24). Xv = Vj — ^1^2«; 



so muss: 



Aufgabe 63. Die Koordinaten w, v 
einer Geraden anzugeben, welche durch 
den Schnittpunkt der Geraden (u^, v^) 

und (ti^, 17,) geht und den Winkel zwi- Auflösung. Die Koordinaten u, 1; der 
sehen diesen Geraden so teilt, dass das gesuchten Geraden müssen nach Auf- 
Verhältnis der Sinusse der Teilwinkel gäbe 62 die Bedingungen erfüllen: 

Ist (a, b) irgend ein Punkt auf (ti, v), 
und sind von ihm aus auf (U|,t7|) und 
(^2)^2) ^^^ Lote gefällt, deren Grösse 

nach Aufgabe 58 durch — ^, ' * "^ 



Linienkoordioaten und Punktgleichungen. I57 

und — ^"^ ^ ' r— gegeben ist, so ist 

das Verhältnis dieser Lote nach Erör- 
terung 16 gleich dem Verhältnisse X:l, 
oder — A : 1 , je nachdem der Koordi- 
natenursprung im gleichen Winkel liegt 
wie die Teilungsgerade oder nicht. 

£s muss also fQr den Punkt a, b die 
Gleichung bestehen: 

au^ + bv^ + l ^ atia + 6y^+j _^^ 
oder: 

Setzt man a % ' ^ ' :r- = i' und 

multipliziert die Gleichung mit Y u^ ^-{-v^ ', 
so wird sie: 

Die Koordinaten der durch Punkt a, & 
hindurchgehenden Geraden müssen also 

^®"^- t/t— X^ti^ t;t — X^y^ 

ErkL 90. Bei Gleichung 25) ist X positiv 1 — A' 1 — A' 

zu nehmen, wenn die dritte Gerade denienigen Dies sind aber dieselben Ausdrücke, 

SiSS!.g*& CfinJetiSLls^^'r^" f% für «und v in Gleichung 24) von 
* ' * Aufgabe 62, wenn man dort X durch l—X* 

und X, durch X' ersetzt. 

Man erhalt somit folgendes Resultat: 
Die Koordinaten der gesuchten Geraden 
sind : 



"i - ^V 



u = 






1— A 



».-'V^4 






+ «,» 



2 



•• 25) 



V, 



„ _ _ «, » + »j » * 
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Aufgabe 64. Die Koordiuaten u^ v 
einer Geraden anzugeben, welche durch 
den Schnittpunkt der Geraden («<i, t\) 
und (wj, V2) und durch den Punkt: Auflösung. Es sind u und v zu be- 



ati-^hv -{-l = 



stimmen aus der Gleichung von Aufgabe 62 : 



er 



eht. — u(v2 — Vi)-{-v (ii2 — Wt) 

-j- «i Vj — fij t\ = 
und aus: 

w.a + v«6+l = 0. 

Die Ausrechnung giebt: 



_ U2 — Wi — & {Ui v^ — Mj Vj) \ 

^' "" o (W2 — Wi) + 6 (vj — r,) f 
a («7 — Wi) + 6 (t'2 — Vi) / 



26) 



Aufgabe65. Die Gleichung des Punktes 
zu finden, in welchem die Yerbindungs- 

strecke der beiden Punkte: Auflösung. Die Gleichung eines Punk- 

^ *, I »» -, I 1 n tes der Verbindungsstrecke ist nach Auf- 

a^u + h^v+l-0, (ajM + 6i«+l)+l(a,«+6,»+l) = 0. 

von der Geraden («., r.) geschnitten wird. g^jj ^.^^^^ j^^^^ ^^^^ ^^j ^^^ ^j^. 

raden (ui, Vi) liegen, so müssen ti, und t\. 
in diese Gleichung eingesetzt, dieselbe 
befriedigen, es muss also sein: 

(ai Wi + 6i Vi + 1 ) + X (aj Wj + 62 1;, + 1 ) 
oder: 

Daher ist die Gleichung des gesuchten 
Punktes: 

«2 Wt -(- 0, Vi -f- 1 

oder: 

(a, w + 61 r + 1) (ajWi + 62«^t + 1) ■*- 
(a2W+62V+l)(a4W^+6i«^i+l) = 0. 27) 



üebungsaulgabe 142. Ein Punkt ist durch die Gleichung : u-^llv — 7 = ge- 
geben, was sind seine rechtwinkligen bezw. schiefwinkligen Koordinaten? 

Auflösung. Bringt man die Gleichung auf die Normalform, so heisst sie 

— y «I ;^- V + 1 = 0, 

daher sind die Koordinaten des Punktes: — |, — 2f (siehe Erörterung 29). 
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ITebimgsatifgabe 143. Die Seiten eines Dreiecks haben die Koordinaten: (1, 3); 
<4, 5); (6, 1). Was sind die Punktkoordinaten der Ecken, der Inhalt des Dreiecks, die 
Gleichungen der Ecken? 

Auflösung. Die Punktkoordinaten der Ecken sind nach Aufgabe 53: 

___5^3_ 4 —1 1 — 5 6 — 4 3 — 1 _1 — 6__ 

1.5—3.4' 1.5—3.4' 471-5.6' 4.1-5.6*' 6.3 — 1.1' 6.3 — 1.1 

O: y, - ^; Ax --^3, - j^; isx ^^, -y- 

Daher sind die Gleichungen der Ecken: 

2 1 

A\ ""-13 «* ""33^*^ + 1 = oder 2w+ v —13 = 0, 

2 5 

B\ — Ty-w — ryt7+l = oder 2tt + 5i; — 17 = 0, 

2 8 

(7: yfi— y r + 1 =0 oder 2«« — 3r+ 7 = 0. 

Der Inhalt ist nach Aufgabe 56 gegeben durch: 

[1.5- 4.3 + 4 . 1-6.5 + 6.3-1. IP 
^''— (1.5 -4. 3) (4. 1-6. 5) (6. 3 -1.1) °°^^* 



Uebungsanfgabe 144. Die Koordinaten der Seiten eines Dreiecks sind (u^r,) {ji^^'o^ 
(t<3 t;^); wie heissen die Koordinaten der Winkelhalbierenden? 

Auflösung. In Aufgabe 63, Gleichung 25) ist X =: 1 zu nehmen ; unter der Yoraus- 
setzang, dass der Koordinatenursprung im Dreieck liegt, sind: 

VV + v,» — ViT + r^« ' V'iiT^V — VV+V 

die Koordinaten einer Winkelhalbierenden; durch cyklische Yertauschung der Indices 
erhält man die übrigen. 



TJebungsaufgabe 146. Die Koordinaten der Winkelhalbierenden im Dreieck, dessen 
Seiten die Koordinaten (5, 6); (7, 8); (9, 10) haben, auszurechnen. 

Auflösung. Nach TJebungsaufgabe 144 erhält man: 
5 VIT3 — 7 VeT 6V1I8 — 8^61 , 7^202 — 9^113 8 ^202 — 11 V^Tl3 . 

VIi3-V^6r ' Vm-Vel ' V2Ö2-V113 ' ~V'2Ö2 — Vnt ' 

9 Vef — 5 V^2Öi2 11^61 — 6^202 



üebungsaulgabe 146. Was sind die Gleichungen der Mittelpunkte der Seiten im 
Dreieck, dessen Seiten die Koordinaten («i, t?j); {y("i,v^\ (^3,^3) haben? 

Auflösung. Die Koordinaten der Ecke B, in welcher sich die Geraden BC [u^y v^ 
.und AB {iA^ v^ schneiden, sind nach Aufgabe 53: 
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Vi — t^s w, — v. 



M3 t?i — «i t;, ' ^' ttj t;, — iii t;, ' 
die Koordinaten der Ecke (7, in welcher sich CA (u,, Vj) und BC(ui^ Vi) schneiden, sind: 

Vt — Vi «2 — «i 

also ist die Gleichung von Ecke B nach Erörterung 29: 

— »_ - . II j r + 1 =0, 



die Gleichung von Ecke C: 



Vi — Vi th — ui 

' UiVz — UiVi ' 



«1^2 — «2*^1 

folglich ist nach Anmerkung 66 die Gleichung der Mitte von BC: 

\W3Vi — Mit?, * UiVi—UiViJ ' \Uil?i — tliV, ' t*i 172 — «2 t'l / * 

Die übrigen Gleichungen bekommt man hieraus durch cyklische Yertauschung der Indices. 



üebungsaofgabe 147. Dieselbe Aufgabe wie 146 für das Dreieck, dessen Seiten die 
Koordinaten (—5, 6), (—7, 8), (9, — 11) haben. 

Auflösung. Durch Einsetzen der angegebenen Zahlen in die Gleichungen der Torigen 
Uebungsaufgabe erhält man: 

Mitte von BC: 16 u + 13 1; + 2 = 0, 

„ „ CA: 14u+llt7+10 = 0, 

„ „ AB: 52u + 43v4- 5 = 0. 



uebungsaufgabe 148. Gegeben sind die Gleichungen folgender Punktepaare: 

3tt + 2 t;— 118 = 0, 14fi+ 6v— 823 = 0, 

^* u +6v^Ul= 0, ^^' 390t* — 140t> + 9359 = 0, 

die Koordinaten der Yerbindungsgeraden zu berechnen. 

Auflösung. Die Berechnung von u und v aus jedem der beiden Systeme giebt: 

308 35 

u = -J3-, tt = "2"' 

^^* 305 ^^' 578 

^= iF' *' = -y:- 



uebungsaufgabe 140. Zu untersuchen, ob die drei Punkte: 

2«* + 5t; + l = 0, 
tt — r — 2 = 0, 

u +4^4-3 = 
in einer geraden Linie liegen. 

Auflösung. Aus den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich: t( = -|-l, 1; = — 1. 
Diese Werte, in die erste Gleichung eingesetzt, befriedigen dieselbe nicht, folglich liegen 
die drei Punkte nicht iu einer Geraden. 
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PreiagekrSnt in Frankhirt ». M. 1881. 

PROSPEKT. 

Alesei Werk, welchem kein ihnliches inr Seite Bteht, erscheint monatlich in 3-4 
Heften in dem billigen Preise ron 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wlditig- 
Bten nnd praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik^ Phystt, 
Meehanik, matiu Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brileken- nnd Hoehbanes, des konstmktiren Zelelmens etc. etc. nnd swar in rollstindl; 
gelMer Form, mit Tielen Fignren, Erkllmngen nebst Angabe nnd Entwld[elnng der 
benvliten Sfttie, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die L^mif 
jedermann Terstftndlich sdn kann, beiw. wird, wenn eine griissere Ansahl dar Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen nnd alsdann anch alle 
Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — Yorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelQsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen LOsnng (in analoger Form, wie die bexüglichen golOsten Aufgaben) des Studierendeo 
flberlassen bleiben, nnd zugleich Ton den Herren Lehrern f(ir den Schulunterricht benntit 
werden können. — Die Lüsnngen hienu werden spftter in besonderen Heften f&r die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines Jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeneiek- 
nie, Beriehügnngen und erUntemde ErklSmngen Aber das betreffende Kapitel rar Ausgabe. 

Das Werk behandelt sunftchst den Hauptbestandteil des mathematlBch-naturwisMO- 
scliaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehnlen I. nnd IL Ord., gleiek« 
bereehtlgten hOheren Biirgersehnlen, PriTatschnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Fr«- 
gjmnasien, Schnllelirer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkscholei, 
Gewerbesehnlen, Handelsschnlen, teelm. Torbereitnngsschnlen aller Arten, gewerhliehe 
Fortbildnngssehnlen, Akademien, ünirersitilten, Land- nnd Forstwtssensehaffcssdiiilei, 
Milltftrsehnlen, Torbereitnngs-Anstalten aller Arten als i. B. für das Ei^jUirlg^Frel- 
willige- nnd Offliiers-Examen, etc. 

Die SehUler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen ood 
naturwissenschaftlichen F&cher, werden durch diese, Schritt für Seluitt gelQste, Anfgaben- 
Sammlung immerwihrend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorioi etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg lum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der 
jenigen Aufgaben geseigt, welche sie bei ihren Prüfungen au lösen haben, lugleich aber snch 
die fiberans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften YorgefiCkhrt. 

Dem Lelirer soll mit dieser Aufgabensammlung eine krftftige Stiitie for deu Bchol- 
Unterricht geboten werden, indem sur ^lemung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disiiplinen — mm Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit a- 
abrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen h&uslichen Arbeiten eine toO- 
ständige Anleitung in die H&nde gegeben wird, entsprechende Aufgaben in lösen, die ge* 
habten Reg^, Formeln, Sitae etc. aniuwenden und praktisch an rerwerten. Lut, Liebe 
und Terstftndnis für den Schul-Ünterricht wird dadurch erlialten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern nnd Fachgenossen aller Art, Militin 
etc. etc. soll diese Sammlung lur AnffHschung der erworbenen nnd vielleicht vergesienen 
maihematischmi Kenntnisse dienen nnd sugleich durch ihre praktischen in alloi BenfiP* 
iwelgen Torkommonden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft ▼erldhen nnd 
somit den Antrieb an weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forsehnngen geben. 

AUe Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige nnd praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen nnd mit Angäbe der Nsmes 
mbreitet — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffeui nimmt der Vecfkaer, 
Dr. Beyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen nnd wird deren Erledigiof 
Ihnnlichst berücksichtigt 

stüttgwt Die Yerlagshandlnng. 
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üebnngsanfgabe 160. Wie weit ist der Pankt u-\-2v-{'l = o von der Geraden 
(3, 4) entfernt? 

Auflösung. Die Entfernung ist nach Aufgabe 58: 

_ 3 . 1 +4.2 + 1 _ _i2 _ __ ^2^ 
'Yd^-f4^ "" ö "^ 5' 

Der Punkt liegt also, vom Koordinatenursprung aus gesehen, diesseits der Geraden. 



üebungsaufgabe 151. In dem Dreieck, dessen Seiten BC, CA, AB die Koordi- 
naten ( — 3, 2), (5, — 1), ( — 13, ~7) haben, die Höhen zu berechneo. 

Auflosung. Die Gleichungen der Ecken des Dreiecks werden nach Aufgabe 53 und 
Erörterung 29 in der Normalform: 

1 3 

Ecke A: — -^ m+ -g t?+l = 0, 

9 10 

^ C: — y W— y t?+l = 0, 

daher sind nach Aufgabe 58 die Längen der Höhen: 

AD' ^ -3.-1/8+2. 8 /3 + 1 _ 17_ 

V3' + 2' 8^13' 

5 9'^y 1 _ 10/.- + 1 102 f ^* ^^ ^®* Höhen negativ wer- 

BE: = ^.j^-p-^ "^TtI/oV t ^®°' ^^^ ^^^ Koordinatenur- 

y^'r^ 4/Vi5t)^ Sprung ionerhalb des Dreiecks. 

AF' = -13.-3/7 + -7-8/,+ i ^ _ 102 

Viä'+7* 7^218' 



üebungsaufgabe 152. In einem Dreieck ist ein Winkel und die Summe der reci- 
proken Werte der einschliessenden Seiten gegeben; zu beweisen, dass die dritte Seite 
durch einen festen Punkt geht. 

Auflösung. Man wähle die Schenkel des Winkels zu Koordinatenachsen, die dritte Seite 
habe die Koordinaten u, v\ dann ist, wenn a und h die Länge der beiden ersten Seiten bedeutet, 

nach Erörterung 27: w = — —, t; = — r-, also ist, da nach der Bedingung der Aufgabe 

11 a 

---+-r- = konst, t« + t; = — s. Dies ist aber die Gleichung eines Punktes, dessen 

Normalgleichung: 

A — u-\ v + l = 

i8t. Seine Punktkoordinaten sind somit einander gleich = --• 
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12). Trimetrische Linienkoordinaten und Punktgleichungen. 

Erörtenmg 30. Auch im System der Dreieckskoordinaten ist es von Interesse 
und schon durch die Analogie mit den übrigen Koordinatensystemen bedingt, 
neben den Dreieckskoordinaten des Punktes (trimetrischen Punktkoordinaten) auch 
Dreieckskoordinaten der Geraden (trimetrische Linienkoordinaten) zu definieren 
und demgemäss für den Punkt eine Gleichung zu suchen, welche ihn als Ort 
einer Schar von Geraden darstellt. Bei dieser Definition wird das Hauptaugen- 
merk darauf zu richten sein, als Koordinaten der geraden Linie solche Grössen 
zu wählen, dass dieselbe Gleichung einen Punkt in variabeln Linienkoordinaten 
und eine Gerade in variabeln Punktkoordinaten darzustellen im stände ist, ebenso 
wie dies in Erörterung 29 beim rechtwinkligen System der Fall war. 

Erörterung 31. Die Gleichung Oj Xi + a^ a?, ~|- a, a?, = stellt in laufenden 
trimetrischen Punktkoordinaten x^^ ^3, a^ die Gleichung einer geraden Linie dar, 
d. h. alle Punkte, deren Abstände von den Seiten des Fundamentaldreiecks sich 
verhalten wie die Zahlen Xi^ rt:,, ^3, liegen, falls die rri, x^^ x^ jener Gleichung 
genügen, auf einer Geraden, deren Lage durch die Grössen a^, a,, o, besünunt 
ist. Man kann daher, zunächst ohne jegliche Rücksicht auf die geometrische 
Bedeutung, die Grössen a^ a,, a, als die Dreieckskoordinaten der geraden Linie 
ansehen. Die Gleichung a^ x^ -|- a, a?j -j- «3 ä?s = oder, wenn man ai, oj, a, 
durch Ui, Ui^ U3, ersetzt, die Gleichung: 

Wi^i+W2Ä?2 + W3a?3 = 1) 

drückt aus, dass die Gerade, deren Koordinaten u^, ti,, u, sind, durch den Punkt 
^11 ^11 ^3 hindurchgeht. Sieht man nun oti, a?2, x^ als konstant an und ändert 
die Up fiji ^3) s^ werden alle geraden Linien, deren Koordinaten «1, u,, tis der 
Gleichung 1) genügen, den Punkt x^^ rr,, x^ enthalten. Dabei ist aber voraus- 
gesetzt, was erst noch nachzuweisen ist, dass die Grössen u^^ 1^2, t^ wirklich die 
Lage einer Geraden vollständig und eindeutig bestimmen. 

Zunächst ist klar, dass nicht die Grössen m^, t^, t«, selbst, sondern nur ihre 
Verhältnisse für die Lage der Geraden massgebend sind. Denn multipliziert man 
Gleichung 1) mit einem konstanten, von Null verschiedenen Faktor, so ist: 

ß Mj ajj + ^ Wj a;, + (> Mj a;, = 0. 

Diese Gleichung stellt dieselbe Gerade dar, wie Gleichung 1), denn man 
kann sich statt der u^, t<2, u^ auch die ^,, o;,, x^ mit dem Faktor ^ multipliziert 
denken, und aus Erörterung 22) folgt, dass x^^ x^^ x^ und qx^^ qXz^ qx^ den- 
selben Punkt darstellen. 

Unter der Voraussetzung, dass die Dreieckskoordinaten eines Punktes Zahlen 
sind, welche seinen Abständen von den Seiten des Fundamentaldreiecks propor- 
tional sind, wurde in Aufgabe 45 gefunden, dass die Grössen a^ a,, a, in der 
Gleichung a^ x^ + »j ^2 4- Ö3 ^^s = einer Geraden mit den Abständen r^ , r, , r^ 
der Geraden von den Ecken und mit den Höhen des Fundamentaldreiecks auf 
die Weise verknüpft sind, dass [siehe Aufgabe 45 Gleichung 37)]: 

Die geometrische Bedeutung der Grössen w^, w,, w, in Gleichung 1) ist also 
die, dass sie proportional sind den Abständen der Ecken des Fundamentaldrei- 
ecks von der Geraden, wenn jeder Abstand dividiert ist durch die von der gleichen 
Ecke ausgehende Höhe des Fundamentaldreiecks: 
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.u, =^, au,=;^, a«. =-;;^ 2) 

Die Dreieckskoordinaten einer geraden Linie sind also Zahlen, 
welche sich direkt verhalten, wie die Abstände der Geraden von den 
Ecken des Fanda,nientaldreiecks und umgekehrt wie Höhen des Fun- 
damentaldreiecks. 

Zugleich erhält man das weitere Resultat: Alle Geraden, deren Dreiecks- 
koordinaten einer homogenen Gleichung ersten Grads: t*ia?i + w, a?, + w,a?j =0 
genügen, gehen durch einen und denselben Punkt, dessen Dreieckskoordinaten 
die Koeffizienten der veränderlichen Koordinaten der geraden Linie in der Glei- 
chung sind; oder: jede homogene Gleichung ersten Grads von der Form der 
Gleichung 1) kann in veränderlichen Punktkoordinaten a?i, x^^ x, angesehen werden 
als die Gleichung einer Geraden, deren Koordinaten Ui, u^, ti, sind, und in ver- 
änderlichen Linienkoordinaten t«i, u,, u^ als die Gleichung eines Punktes, dessen 
Punktkoordinaten x^^ x^, x^ sind. 



32. Ebenso wie zwischen den Dreieckskoordinaten des Punktes 
eine Beziehung besteht, welche in Erörterung 23 abgeleitet ist, so sind auch die 
Dreieckskoordinaten der geraden Linie durch eine Relation verknüpft, welche- im 
Folgenden abgeleitet werden soll: 

In Aufgabe 45, Gleichung 37) und 38) ist: 

3 == J^^, -^ = ^, 3„ = _^^ wo: 
22 hl It h^ JR Aj 

iJ2 := ö^ 2_|.^^2_j.^^2 — 2a^ a^ casy — 2ai a, cosß — 2aj a, cosa. 
Daher wird: 

_ o, ^-\-a^'-\-a j ^ — 20t a^ eosy — 2a^ a, cosß — 2a, a, co sa _ 
— W~ ~ 

T T T 

Da nun au^ = ^, (tm, = t^-, (jm, = -r'-, so ist: 

A, ^2 ^l 

(u^^ + Wj' + Wj' — 2w, WjCö5a — 2ff, Wj Cö5j5 — 2Wi Wj C05y)(j' = 1. . . 3) 

Dieser Relation müssen die Grössen a^, au,, aui genügen, wenn sie 
Dreieckskoordinaten einer Geraden sein sollen, bezw. lässt sich aus dieser Relation 
für drei beliebig gegebene Grössen m^, t«2i ^s di^ Grösse a berechnen, mit welcher 
die u^, u,, t«3 zu multiplizieren sind, damit man daraus die Verhältnisse der Ab- 
stände der Gerade von den Ecken zu den zugehörigen Höhen des Fundamental- 
dreiecks bekommt. 

Für die trimetrischen Linienkoordinaten ergeben sich nun analoge Aufgaben, 
wie für die Linienkoordinaten im kartesischen System. Einige derselben sollen 
im Folgenden behandelt werden: 

Anigabe 66. Die Gleichung des 

Schnittpunktes der beiden Geraden aufzu- AnflÖBung. Soll der Punkt tr^ , o;,, x^ 

stellen, welche durch ihre Dreieckskoordi- gleichzeitig auf den beiden Geraden 

Daten t«^ , f«, , Uj und t;^ , t;, , t;3 gegeben sind . (Ui , u, , u^ und (v^ , ^2 ^ ^s ) liegen, so muss 

^®^^- u, a?j + w, a;, + Ws ar, = 0, 



Erkl. 


91. 


Es ist: 










«1 


«5 


+ •'2 


«2 


= 


— «j. 




»i 


«'s 


+ t^2 


«2 


— 


— V 
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Aus beiden Gleichungen erhält man 
(siehe Erklärung 91): 

Xi : ^2 : iTs = Mj t?3 — «3 t?j 

:u^v^ — !*! t?3 

„ ,^. ,. . ^ ,. * ni . V _:x « Die Gleichung des Schnittpunktes wird 

Mulüpluiert man die erste Gleichung mit r,, ,„v ^^ . „««Ilu^i« t ;»;^»i,.v»*^;n»*^» 
die zweite mit u,, so erhält man dSrch SnS- daher in vanabeln Linienkoordinaten 
traktion: tTj, u?,, u?,: 

«L = "S ^2 — <*2 ^S _ «2 ^S — ^1 ^a (t«j ^3 tl3 r,) «)j 4" (^3 ^l **! ^^s) *^2 

«8 «*i^2-w2t^i «*it»2-w,r/ +(m, t;, — WjVjWj = 0. 4) 

Multipliziert man die erste Gleichung mit t?t, ., . ,.x j j- r^^ - v. j 

die zweite mit ti^, so erhält man durch Sub- Man sieht, dass diese Gleichung der- 
traktion: jenigen ganz analog ist, welche die Ver- 

«j «*i t?8 — «5 17| _ ti, t?i •— «1 r, bindungsgerade zweier durch ihre Drei- 

■^ = ~ «j t?j — tiTvi tii f?2 — "w7»r eckskoordinaten gegebenen Punkte dar- 
stellt (siehe Aufgabe 41, Gleichung 22). 



Aufgabe 67. Die Gleichungen zweier 
Punkte in Dreieckskoordinaten sind: 

<*i ^1 + *<2 ^2 + ^s ^8 = ö^ Auflösung. Die Koordinaten der Ver- 

w ii4-iit/_Lwy =0. bindungsgeraden müssen beiden Punkt- 

1 yi "T ^ y2 "T 3 ys • gleichungen genügen. Analog wie bei 

Die Koordinaten der Verbindungs- der vorhergehenden Aufgabe erhält man: 

geraden zu berechnen. 

• ^1 Vi ^2 y j • 

Es sind also die Dreieckskoordinaten 
der Verbindungsgeraden: 

(TUi =Ä?, yj — a;, y, | 

aw, =ar3yi— x^ ys 5) 

<7Mi = Ä?i yj — a;j y^. 



Aufgabe 68. Die Gleichung eines 
Punktes aufzustellen, der auf der Ver- AuflöBung. Die Gleichungen der ge- 
bindungsstrecke zweier durch ihre Glei- gebenen Punkte seien: 
chungen gegebenen Punkte liegt. u,x,^u,x,^ u, x, = 0, 

Wiyi + Wjyj + tijys = 0. 

Nach Aufgabe 52 hat ein Punkt auf 
der Verbindungsstrecke der Punkte x 
und y die Dreieckskoordinaten: 

T^j =^ x^B-\-Xy^ .Ä 

Tisr, == a?, JB + Ay, .A 

T^, = ojj JB + Ay, .-4, wo: 
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Daher ist die Gleichung dieses Punktes: 
u,{Bx, + XAy,) + U2iBx2 + }.Äy2) 

oder: 

B(u^x^ + U2X2 + ihoi^,) 

+ Äil(w, y^+tt^yj + Usy,) = 0. 
Nun ist aber nach Erörterung 23): 

Die Gleichung des gesuchten Punktes 
wird also: 

^~(«iyi+w,y, + w,y,) = 0. 6) 



Aufgabe 69. Den Abstand des Punktes : 

Wi x^ + w, a:, + w, a?3 = Auflösung. Die Dreieckskoordinaten 

von derGeradenK,t;3,t;,) zu berechnen. *f ^^l**^» ^'"f "^v ?r,^'/%^ti' 

^ ^' ^' '^ chung der Geraden in laufenden Punkt- 

koordinaten y^, ^21 ^3 ^s^' 

t;,y, + t;,y,+t;,y3 =0. 

Nach Aufgabe 46 ist der Abstand des 
Punktes von der Geraden: 

{S,X^'i'S2X2 + 8,X,)R ' 

wo R den in Erörterung 32 angegebenen 
Wert hat, nur dass die Grössen a^^ a^^ a^ 
durch t;^, t;,, t;, ersetzt sind. 
Nach Erörterung 32 ist aber: 

a 
nach Erörterung 23 ist: 

2j "■ 7' 

folglich : 

r = (r.p(t;, a^. + VjXj + Vja^a), . . 7) 
^ 2j; 

^t ^1 ~l ^2 ^2 "T" ^8 ^3 
1 



Vt^j* + t?2' + V3 * — 2t;2 Vj (?(Wa— 2t?3 t?i Cö5j3 — 2^1 r, ^^^J* 
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Aufgabe 70. Die Koordinaten einer 
Geraden zu berechnen, welche durch den AnflöBong. Die Koordinaten der ge- 
Schnittpunkt zweier anderen Geraden geht, gebenen Geraden seien : t;^, i;,, t?, und 

«?,, «;,, w,. 

Diejenigen der gesuchten Geraden 
seien u^^ u^, u,. 

Sollen die drei Geraden durch den- 
selben Punkt x^^ x^^ x^ gehen, so ist: 

*^l ^1 + ^2 ^2 + ^3 ^3 = ö- 

ErkL 92. Die Herleitong der Gleichungen Daraus erhält man: 
8) ist ganz analog derjenigen Ton Erkl. 91. 

T , W, = Vj M^l — V^W^ \ . . . . Ö) 
T . Uj = t;^ Wj — <^2 *^i • 

Statt dessen kann man aber auch, um 
^11 ^2) ^3 zu eliminieren, die zweite der 
obigen Gleichungen mit A^, die dritte 
mit A, multiplizieren, addieren und A, 
und A, so bestinmien, dass: 

t«, = A, Vj + AjWj, ^ .... 9) 
dann wird: 

Um die geometrische Bedeutung der 
Faktoren A^ und A, zu erkennen, wähle 
man auf der dritten Geraden einen Punkt 
Vn ^21 ^31 ^ welchen also: 

yiWi + y,«2 + yi««, = oder: 
Vi iK ^i-^K ^v) + yt Ol t^2 +^2 «'2) 

Erkl. 98. In den nebenstehenden Gleichungen Man fälle von diesem Punkte auf die 
liaben die GrOsien 01 nnd er, folgende Bedeatong: beiden ersten Geraden die Lote, so sind 

o, » yf,,» + ri» + t;g»-2t?j»,co«« dieselben nach Aufgabe 69 : 

— 2v5ViC(W^— 2r4V,co«7. r^ = a^.Q{v^ Vi+^t ^2 + ^1 Vi)^ 



— 2f47, »1 C08ß — 2 10| U72 CM y. 



Ist nun das Verhältnis der beiden Lote 

-^ = A, so ist: 
^2 

<^tyi+t^2y2+<^3ys _ j^.üL; 
«'iyi+«'2y2+w3y8 <'i' 

oder : 
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+ys(^3-^-J-«'s) = o. 

Sollen beide Gleichungen für y identisch 
sein, so muss daher: 

2<i : i<2 : t«3 = Vi — A — ^ M^i : t?j — A -^ u;. : t?, — ;i — ^ w,. 10) 

^i ^1 ^1 



Aufgabe 71. Den Winkel zwischen 

"zwei Geraden : {v^ ^v^^v^) und {w^ , tr^ , u^, ) Auflösung. Die Gleichungen der bei- 

Z1X bestimmen. den Geraden sind: 

tokl. 94. Da v,x,^v,x,^v,x, = 0, 

* — «ny ' * "" «tny ' Nach Aufgabe 51 ist daher, wenn v 

so kann man die Gleichung 11) auch schreiben: den Winkel zwischen den Geraden be- 

2Ja,a, r^ , . ^ zeichnet: 

= a^aj[(v^w,^v,to,)sina+ _^ g^ (^^ w, — r^ iO,) 

(»a w, — p. Wg) sin fl + (©I fCj — r, w. ) «n yl , , \1 -n \ 

^. 3 I 11/ p-rvi 2 21/ 7j +5|(^i«'2 — ^2«'i)J- 11) 



Aufgabe 72. Den Inhalt des von den 
Geraden (ti^, u^, u^), (v^, t;,, t;,), {to^^ Auflösung. Nach Aufgabe 66 sind 
t02 , ta^) gebildeten Dreiecks zu berechnen, die Punktkoordinaten der Ecken des 

Dreiecks: 

x^ = V2 te^i — »s u?, 

Xj = t7, M7| — Vi IT, 



^l = **2 V| *^1 ^1 



Vi = w^u^ — w^u^ 

BrkL 96. Eb ist: Vi = m;, Wj — tr, Wi 

^i (a?2 Vz — «3 ^2) + h ('3 yi — '1 yi) + 

's (^1^2 — ^21/1) = 
(U3 p, — II, r,) [(»3 Wi — Vi 1C3) (w^ u, — «;, w,) 

— (Vj Wj — ^2^l) (^S •'l "" ^''t ^'s)] + -^3 ^^ ^l ^2 **2 ^'l 

(U, fl — Mj Tj) r(l?| 1^2 — t>2 ICi) (102 Mj — Wj Mj) , ^ 

, •■ . , .T , Diese Grössen sind in die Gleichung 46) 

- (.2 IC, -r, !.,)(«., 1*2 -tr,«Oj+ ^on j^ufgabe 48 einzusetzen. Dabei 

(M^rj — u2«i)[(«2W3-<'3»2)(«'3<*i^«'i«3) ergcbcn sich jedoch verschiedene Ver- 

— (P5W1 — ritt7,)(tr2«,— ^,«2)] einfachungen (siehe Erklärung 95). So 

= wird der Klammerausdruck im Zähler: 
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(m, t?, — 1*8 V^) [tCi» (U, V, — «s »,) 

+ 1(7, «7, (U3 Vi ~ Wi t?,) 

+ v>i ^i (wi r j — W, t?i)] + 
+ «?2 *«^i («2 ^i — «a «2) 

+ »2 Wj (tt^ V, — tl, Vi)] + 
(Ui »2 — Wj t?,) [tTj' (»4 Vj — M, t?,) 

+ W,W4(»,1?3— «Bt?2) 
+ Wj ITj (Uj t?! — t*t t7j)] 

+ 2Wi Wj (tl, Vj — 1*8 t?2) {«I ^l — <*1 »s) 
+ 2 Wj tt7s (W, V, — Uj t7j) (Ui t72 — Uj Vj) 
+ 2 tCj «Tj (Ui Pj — «2 f?i) (Uj ^8 — Wj «2) 

[Wl («*2 «*3 — «3 »2) + »2 (M3 «'l — «1 ^t) 
+ «7,(ttlt7,— ttjVj]». 



[m?1 (W, V3 — W3 V2) + «^2 K t'i — «l «1) 
H-M7,(U, V2 — «2^1)]* = 

[«*! («^2 w;, — V, W^) + «2 K M?! — Vt «?,) 

+ Wj(t;, 1^2 — ^2 W'i)]'- 

Nennt man die Winkel des von den 
Geraden w, r, w gebildeten Dreiecks 
bezw. a', ß\ y\ so wird der Nenner in 
Gleichung 46 (vergl. Aufgabe 71, Glei- 
chung 11): 

sing' .sinß\siny' .8y '^2^^^^ 
Der Inhalt ist also gegeben durch: 

. [U, (t?2 W^— 173 W^) + «2 (t7, «?t — «1 »3) 

+ WiK w^2 — «2«^i)]'- 12) 



Anmerkung 67. Die in den vorhergehenden Aufgaben (66 — 71) benatzte und in 
Erörterung 30—32 auseinandergesetzte Definition der trimetrischen Linienkoordinaten 
beruhte auf der speziellen Annahme Über die trimetrischen Punktkoordinaten, dass jene 
direkt den Abstanden des Punktes von den Seiten des Fundamentaldreiecks proportional 
seien, also die in Erörterung 22 erwähnten Konstanten x, X, /u = 1 gesetzt werden. 

Es erübrigt noch die Definition der Linienkoordinaten im Dreiecksystem mit der all- 
gemeinen Definition der Punktkoordinaten in Uebereinstimmung zu bringen. Dies soll 
in den folgenden Anmerkungen geschehen, wobei jedoch eine geometrisch anschaulichere 
Definition der trimetrisdien Punktkoordinaten zu Grunde gelegt werden soll. 

Anmerkung 68. In Erörterung 22 waren die Dreieckskoordinaten eines Punktes 
definiert als Zahlen, welche proportional sind den Abstanden des Punktes von den Seiten 
des Fundamentaldreiecks, jeder Abstand multipliziert mit einer gewissen Eonstante. 
Man kann nun die Reciproken dieser Eonstanten proportional setzen den Abstanden eines 
willkOrlich gewählten aber konstanten Punktes, des Einheitspunktes, von den Seiten des 
Fnndamentaldreiecks. Dadurch erhalt man fUr die Dreieckskoordinaten eines Punktes 
folgende mit der in Erörterung 22 enthaltenen durchaus abereinstimmende Definition: 

Die Dreieckskoordinaten eines Punktes sind Zahlen, welche propor- 
tional sind den Abstanden des Punktes von den Seiten des Fnndamental- 
dreiecks, wobei jeder dieser Abstände dividiert ist durch den Abstand 
eines festen Punktes, des Einheitspunktes, von diesen Seiten. 

Anmerkung 60. Die Abstände eines Punktes von den Seiten des Fundamentaldreiecks 
seien p^^ p^^ p^^ positiv, wenn sich der Punkt auf der nämlichen Seite der betreffenden 
Dreiecksseite befindet, wie der Einheitspunkt, negativ im umgekehrten Falle. Die Ab- 
stände des Einheitspunktes von den Dreiecksseiten seien e^, e,, e,, die Höhen des Drei- 
ecks Ap ^2) ^s* Femer sei irgend eine Gerade gegeben, n^^ n^, tt, ihre Abstände von 
den Ecken des Fnndamentaldreiecks, p sei ihr Abstand von Punkt P, wobei das Vor- 
zeichen von n^, TTj, ^3, p durch die gleiche Regel bestimmt wird, wie bei den Pp p^, Pv 

Femer seien, bezogen auf ein rechtwinkles System, die Gleichungen der DreieckseiteD: 

A^=:XCOSai -{-ysina^ — gi =0; A2=x cos az-^ y sin cc^ — ft = 0; 

Äj ^xcos a^-^-ysin «, — ^3 = 0. 
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Irgend eine vierte Gerade lässt sich dann darstellen durch die Oleichnng: 

nnd den Abstand des Punktes P, dessen rechtwinklige Koordinaten o^, yf seien, von der 
Geraden erhält man, wenn man in dieser Gleichung statt der laufenden Koordinaten x 
und y die Koordinaten x' und yf einsetzt. Daher ist: 

i? == X|>i4-jui)2 + i'i?3; dabei ist: 

i? = — (x'cosa +y'Ä»«a— ff), 

i>i = — (ix^ cosai-^y' Sinai— qi\ 

P2 = — (a?'c(Waj + y'Äi«a,— ffj), 

Pz = — (a?'co5a, +y'«iiaj— ffj). 

Lässt man nun den Punkt P mit der Ecke A zusammenfallen, so wird i^j = l's = ; 
-Pi = Äi ; i> = »1 ; daher ist dann: »4 = XÄ, oder: 

X = Y~^ analog findet sich: 
Setzt man diese Werte in den Ausdruck für p ein, so ist: 

^-"ÄT'^nr + 'V ^ 

der Abstand des Punktes P von der Geraden ist also unabhängig vom rechtwinkligen 
System. 

Anmerkung 70. Lässt man die Gerade in unendliche Entfernung fallen, so wird 
1* = ^i = ^2 = ^3 = 00 , daher ist: 

'=t+|+S '« 

eine Relation, die in Erörterung 23 schon abgeleitet wurde. 

Anmerkung 71. Da die Gleichung der Geraden Ä^^xcosa-^-ysina — q = ist, 
so ist* 

C08a = X cosa^ -j- ficosaz -|- vcosaz^, 

sina = k8inai"{'fi8ina2-\-'psinaz* 

Quadriert und addiert man diese beiden Gleichungen unter Berücksichtigung der be- 
kannten goniometrischen Formeln: 

8in^x-{-cos^x = 1, 

cos{x — y) = casxcosy-^sinxsinp^ so erhält man; 

l = a.' + iu* + i'' + 2XiuC05(ai— a2) + 2Ayc<w(as— ai) + 2/ttTC(W(a2— «,); 

dabei sind «i — aj, «3 — ai, «2—^3 diejenigen Winkel des Fundamentaldreiecks, in denen 
der Einheitspunkt sich nicht befindet. Nimmt man also den Einheitspunkt im Innern 
des Dreiecks an und heisst a, ß, y, die Dreieckswinkel, so wird wegen der X)ben ange- 
gebenen Bedeutung von k^ ijl, v: 
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Anmerkimg 72» Multipliziert man die in Anmerkung 71 enthalt einen ÖleichoDgen 
fflr €08 a und sina bezw. mit cosui und sina^ so erhält man darch Addition: 

cos (a — «i) = X + jtt cos («1 — «2) "1" '' ^^* («1 — «s)« oder: 
cos (-4^, Ä^) = -jT- — -^ cosy — -^ cosß\ analog: 

4,.4,; = — ^^<^*y + ^ -^cosa, 

cos (-I4, -ij) = — ^ cosß— v^ cosa-|- -jt- 

Es liege nun noch eine fOnfte Gerade vor, deren Gleichung sei: 

Äi^xcosa^-^ysinag — ^0 = 0, 
man multipliziere von den Gleichungen: 

cosa = kcosai -|- fiC08a2 -\- vcosa^, 
sina = Xsinai -{-fisinaz-j^fsinai, 
die erste mit cosont die zweite mit sinao und addiere, so ist: 

COs{A^,äJ = — ^ C05 (A^fÄi) + 1^ CO» Uft^i^) -^Y^^ (A^%)' 

Sind xi, xi, X, die Abstände der Ecken des Fundamentaldreiecks von der fünften Ge- 
raden, so ist, analog wie oben: 

cos{ä^,ä^) = -^ — I^ ^ö«y — ^ ö^^^i^t 
cos{A^,Ä2) = — t^ cos y -(--——--— cos a, 

cos(-45,^3) = — —^ cosß— ^ cosa-j-^' 
Es wird daher: 



cos 






U^ ^ \ — TTi Xi , 7r2 X* , TT. X3 COS « , , ^ 

cosß , . . cosy r t \ 

Anmerkung 73. Die Punktkoordinaten Xi, x^, x^ sind nun durch folgende Glei- 
chungen definiert: 

Xi'.Xi'.Xz =^ —: — : — oder: 

6| Cj Cj 

^^i =i^i :c,, 

^a?, = j?8 : Cj, 
je nachdem man die Lage des Einheitspunktes wählt, bekommen die Koordinaten mehr 
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oder minder einfache Werte. Wfthlt man den Mittelpunkt des Inkreises im Fundamental- 
dreieck als Einheitspunkt, so ist ei = e^ =: e,, lüso sind in diesem Falle die Punkt- 
koordinaten direkt den Abständen proportional. Um aus den Punktkoordinaten x^, ^, o;, 
die Abstände p^, p^, pi zu erhalten, benützt man die Gleichung 14). Setzt man dort die 
Ausdrflcke Pi = gXi Ci u. s. w. ein, so ist: 



oder: 



^ ^ ^ . ( h^ _L_ ^^^» I ^S^» \ 

p, = e,x,,\-^+-j^+-^-y 

Wenn der Nenner in den Gleichungen 18) verschwindet, so ist j?i = j?2 = i>3 = «>t 
also ist: 

hl hj Äj 

die Gleichung der Geraden im Unendlichen. 

Aus der Gleichung 13) bekommt man die Gleichung einer Geraden in Punktkoor- 
dinaten, wenn man p = und für pt^ j^j, p^ ihre Werte in x^j x^^ x^ setzt: 

"~ Äi ^^"T- Ä^ ^2-1- Ä, ^^M 19) 

= Ml a?i -|- M, a?2 + «<8 a?|. 1 

Anmerkung 74. Die Linienkoordinaten im Dreiecksystem sind demnach zu definieren 
dorch: ^ - ^ 

«i :M2:m3 = -T— :-iH":— i— -• 20) 

fh m fH 

Es sind also Zahlen, welche sich verhalten wie die Abstände der Geraden von den 
Ecken des Fundamentaldreiecks, multipliziert mit den Abständen des Einheitspunktes 
von den Seiten und dividiert durch die Höhen des Fundamentaldreiecks. 

Setzt man: aui =— {~ ^tc, so wird vermöge Gleichung 15): 



a» 



also: 



/ tti' , t^a' , «•' 211,11, 2ii3i«| - 21*4 tt, \ , 

\ei^ ~ e,» ~ es» e,c, e,Ci ^ eie, V 



a = 



\/^± . «*2 1 ««s* 2u,M, 2tt,tti ^ 2i«iU, 
V -^H — V4--V -^-^ca$a -^—^cosß —^cos 



21) 



Um die Zweideutigkeit der Wurzel zu vermeiden, muss man bedenken, dass der Ab- 
stand eines Punktes von einer Geraden positiv ist, wenn er auf derselben Seite der 
Geraden liegt, wie der Einheitspunkt. Der Abstand des Einheitspunktes von der Ge- 
raden ist: p ^ p ^ P ^ 

Dieser Abstand ist positiv, folglich ist der Wurzel ein solches Zeichen zu geben, dass 

dieser Ausdruck, wenn man darin tti = — - — etc, setzt, positiv wird, oder dass das 

Zeichen der Quadratwurzel ttbereinstinunt mit dem Vorzeichen von t<t-h^~4~^« ^^^'"^ ^^^* 

Wi Ä?i + w,«2 + w, a?3 = 0, 
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wenn man die «i, «ii, «i als konstant ansieht, die Gleichang einer Geraden in Tsriabeln 
Ponktkoordinater ^^ Xi^ o^, wenn man dagegen die Xi^ Xt, x^ als konstant ansieht, die 
Gleichang eines Punktes in variabeln Linienkoordinaten «i, «2, «3. 

Anmerkang 74. Den Winkel zwischen den beiden Geraden (ui, th^ u^) und (v^, Vi, v,) 
bekommt man ans der Gleichung 16), wenn man darin 

|L = ^, 3- = ^ ^=£:^ setzt: 

I/««!* I ^2^ I **j' 2«2t*8 2«stti ^ 2«iW2 \ 

/^i' I *^2* 1 ^a' 2 172^1 2 t;, 17, ^ 2t;it72 \| 



22) 



Anmerkung 75. Der Abstand des Punktes |^p i^^i ^9 ^^^ ^<^^ Geraden u^, «,, «, ist 



i? = (yi wi +yi t«2 +y, i/s) --» 



wo ß = 



«lyi I ^5^2 , 63^1 



+^^+^1;^ > . • 23) 



Äi ' Ä2 ' 7*3 
1 



^ 1 / **l^ I ^' I <*S* 2 «2 «I 2 «3 «I ^ 2 «i 142 

Die Quadratwurzel hat dasselbe Vorzeichen wie K|-^u,-|-^« ist der Abstand negativ, 
so trennt die Gerade den gegebenen Punkt vom Einheitspunkt 

Anmerkung 76. Liegen die Gleichungen zweier Geraden vor: 

«i a?i -|-W2a;2 + f«s a?j = und Vi Xi +t72 3^2 +t;j rC| = 0, 

so stellt die Gleichung: 

(Uj «4 + «, a?, + tt, o;,) — A. (r^ ic^ 4- 1;, a;, + 1?, a?,) = .... 24) 

eine Gerade dar, welche durch den Schnittpunkt der beiden ersten Geraden geht, deos 
wenn die Zahlen x^, x^, x^ den beiden ersten Gleichungen genügen, so erfüllen sie aach 
die dritte. 
Liegen die Gleichungen zweier Punkte vor: 

^i ^i+^i x^+u^x^=0 und «4 y, +«2 y^ + u^ y, = 0, 

so stellt die Gleichung: 

(u^aJi+Uj^j+ttja;,) — X(«4yi+ttjy,+«3y3) = .... 26) 

einen Punkt dar, welcher auf der Yerbindnngsgeraden der beiden ersten Punkte liegt, 
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denn wenn die Linienkoordinaten tip Uj^ u^ den beiden ersten Gleichungen genügen, so 
erfüllen sie aach die dritte. 

Es fragt sich, was bedeutet der Faktor X in beiden Fällen? 

Man bezeichne die beiden ersten Geraden mit 1, 2, die dritte mit 3, und nehme auf 
der Geraden 3 einen bestimmten Punkt x^, x^, x^, von dem ans auf die beiden ersten 
Geraden die Lote p und k gefällt werden, nun ist für diesen Punkt, wie für jeden Punkt 
der dritten Geraden: 

v^ Xi + Vj a;, + ^'s ^3 * 
aber 1*1 = —4—» «<^ = 



a Ai fj Äj 

2 



Vi = — r-> V2 = -^T- > V, = -^jT' Ferner: 



«s 


= 


'7 A3 


». 


r^^ 


XjC, 



Xt = > X2 = > iP« = 

Qßi Qe2 ge^ 



Setzt man dies ein, so ist: 



aber der Zähler ist nach Anmerkung 69 =:!?, der Nenner =: A;, folglich: 

^ = 7-f 26) 

Legt man analog durch den Punkt 3 eine bestimmte Gerade te^ u^, u, und fällt 
auf sie von Punkt 1 und 2 die Lote p und A;, so ist für diese Gerade, wie ftlr jede, 
die durch Punkt 3 geht: 

Ui Xi -^ U2 X2 + u^ x^ 

, Iti^l 712^2 TT»^ 

aber «- = --V-, «j = — 7—» **» = -^' 
* ahi (JÄ2 rjÄj 

-^ — Pi ^ J>2 ^ 1>3 
Xi = — - — , X2 = — - — , X^ = 1 

^Ci (^Ci ^ej 

A'l ATj ^S j t 

~ y2 = -77:.-i J^3 = — Ti-f daher: 



Q et Q ^2 Q ^i 

g Aj^ifft ■ Ag2;r2 . fC^n^ g fc 

Äi "^ Ä, "f" A3 

Die Abstände p und g[ des Punktes a;^, d^j} x^ der Geraden 3 von den Geraden 1 und 2 
verhalten sich aber wie die Sinusse der Winkel, welche 3 gegen 1 und 2 bildet. 

Die Abstände p und g[ der Geraden i^^, u,, «3, welche durch Punkt 3 geht, von den 

Punkten 1 und 2 verhalten sich wie die Strecken 3 1 und 3 2. 

Was das Vorzeichen von x betrifft, so ist X positiv, wenn die Abstände p und q gleiches 
Vorzeichen haben, also bedeutet im Falle dreier Geraden ein positives X eine Gerade, 
welche im gleichen Winkel liegt, wie der Einheitspunkt. Im Falle dreier Punkte haben 
die Abstände p und q gleiches Vorzeichen, wenn die durch Punkt 3 gehende Gerade die 
Punkte 1 und 2 auf der gleichen Seite Uegen hat. Dies ist nur möglich, wenn der 

Punkt 3 ausserhalb der Strecke 172 liegt. Die Gleichung 
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stellt also far positives X einen Pnnkt ansserlialb, fttr negatives X einen Pankt innerhalb 
der Strecke 1 2 dar. 

Anmerkang 77. Ebenso wie Punktkoordinaten bei Aendemog des Koordinaten- 
systems andere Werte bekommen, ist dies auch mit Linienkoordinaten der Fall. Im 
Folgenden sollen die Formeln entwickelt werden, mit Hilfe deren Linienkoordinaten ans 
einem System in ein anderes transformiert werden können und zwar sowohl für karte- 
siscbe, als ffir Dreieckskoordinaten. Zon&chst sind jedoch die Formeln ffir die Trans- 
formation von einem Dreiecksystem in ein anderes auch für Pnnktkoordinaten abzuleiten. 



Aufgabe 72. Die Dreieckskoordinaten 
^i) ^21 ^1 eines Punktes auf ein neues Auflösung. Die Koordinaten des 
Dreiecksystem zu transformieren. PunktesPim neuen System seien a;^,^;,,^!, 

seine Abstände von den Seiten des alten 
Dreiecks seien i^^, p,) P*^ ^^^ Abstände 
des alten Einheitspunktes von den Seiten 
des alten Dreiecks seien e^^ e,, e,, die 
des neuen Einheitspunktes von den Seiten 
des neuen Dreiecks i^^, J?,» E, 

Nun ist nach Anmerkung 69, Glei- 
chung 13): 

Äi Äj A3 

^i = «i JPi + ör» Pi + «s JPsi 

wobei die Grössen a, ß^ y nur abhängen 
von der Lage der beiden Dreiecke gegen 
einander, nicht aber von der Lage des 

Punktes P, beispielsweise ist ai = / ^ 

wenn n^ der Abstand der Ecke 1 des 
alten Systems von der Seite I des neaen 
und h^ Höhe im alten System ist 
Setzt man nun: 

PX,= P,'.E,, PX, = P^:E^, PX,=P,:E, 

(>^i==Pi-^H pa?, = |)j:c2, ^a?, =A'^' 
(vergl. Anmerkung 69); so wird: 

T Xj = tti a?| -f" ^'2 ^a "f" ^ ^j ) 

T Xj = ft^ a?, 4- *2 ^ + ^j ^j [ • • 28) 

wobei die Grössen 01,02,01, &p &, > ^, C| , c^^ 
c, nur von den beiden Koordinatensystemen 
und ihrer gegenseitigen Lage abhängen, 
nicht aber von der Lage des Punktes. 
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Erkl. 96. In Gleichong 28) sind die Grössen Um die geometrische Bedeutung der 

aj, ti, c, die Koordinaten der Ecke 1, Grössen a, 6, c zu erkennen, lasse man 

a^^h y e , „ „ 2, den Punkt P mit der Ecke 1 des alten 

^ \ ' " " " " q' Dreiecks zusammenfallen, alsorCj = ic, = 

*' *' ' " " " " werden dann wird- 

des alten Dreiecks bezogen auf das neue Dreieck. ^ 

oder für Ecke 1 ist: 

Die Grössen a^, ft^, o« sind also die 
Dreieckskoordinaten der Ecke 1 des alten 
Dreiecks, bezogen auf das neue Dreieck, 
analoge Bedeutung haben die Grössen 
a,, &2) ^3 9 ^s) ^s ^s (siehe Erkl. 96). 

Anmerkung 78. Um aus den Koordinaten Xp Z,, X, die Koordinaten x^^ Xi, x^ 
abzuleiten, sind die Gleichungen 28) aufzulösen. Dies kann entweder mit der ^^xroufschen 
Methode geschehen, indem man die zweite Gleichung mit A, die dritte mit ju multipliziert, 
addiert und dann X und fi so bestimmt, dass die Koeffizienten zweier Unbekannten in 
der entstehenden Gleichung verschwinden (siehe Prange, Gleichungen 1. Grads mit 
mehreren Unbekannten), oder mit Hilfe der Determinantentheorie (siehe Weickold, De- 
terminanten). Setzt man den Ausdruck: 

öl {p2 ^3 — &3 Cj) -|-a2 (&3C1 — &i Ca) + a, (&i Cj— fejC») = J?, \ 
die Ausdrücke: 

h^Ci — h^Ct = Axy 63C1 — 61C3 = A2, hiCi—htC^ = -ij, 



C2ÄS — Cia2 = jBi, c^tti — CiCti = Bii €^02 — C2Ä1 = By l 

-«261= C,; / 



29) 



^2^3 ^1^2 = C\, O56, «1 63 = (72, «1 ^2 

SO wird die Auflösung des Systems 28): 

X . R 

= J., X, 4" -^i X2 -|- ^1 ^s 





r 


Xt 


.B 




X 


Xi 


.B 



= -42X,+JB,X, + (7jX, ) 30) 

~ = ^x,+5,x, + cr,x,. 

Die geometrische Bedeutung der Grössen Äi^ A^y A^y J9i, ^21 B^, C^ C,, Cj ergieht 
sich sowohl aus Aufgabe 43, als wenn man den Punkt P mit einer Ecke zusammenfallen 
lässt, z. B. mit der Ecke 1. Dann werden X2 = X3 =: 0, also: 

Xi : X2 : Xz = All A2 : A^, 

Es sind also: At, ^2* Aj die Koordinaten von Ecke 1 \ 

T> -D j^ o ( des neuen Dreiecks in Be- 

Kiy Ji2, Jfz r, „ „ » ^ ( zug auf das alte Dreieck. 

C/i, C>2i CTj „ „ „ „ 3 / 



Aufgabe 73. Die Koordinaten einer 
Geraden von einem Dreiecksystem auf ein Auflösung. Die Gleichung der Ge- 
anderes Dreiecksystem zu transformieren, raden im alten System sei: 

fij a;^ + tij a?j + tij rCj =0. 
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An Stelle von a;^, x^^ x^ setze man 
die Ausdrücke von Gleichung 30) in Auf- 
gabe 72, so wird die Gleichung der Ge- 
raden : 

(wj C, +M, Gj +«*, C3) :x; = 0, oder: 

wenn U^^^ CT,, U^ die Linienkoordinaten 
im neuen System sind. 

Die alten und die neuen Linienkoordi- 
naten sind daher durch folgende Glei- 
chungen verknüpft: 

Erkl. 97. Um das System der Gleichungen jj j _i j _l a 

31) aufzulösen, multipliziere man z. B. die erste ^ ^i — **i -^1 "T **2 -^2 1 ^3 -^3 I 

Gleichung mit aj, die zweite mit ftj, die dritte „ jr ». 7? _i_«. 7? _L«i i? \ qn 

mit q, 80 wird nach Addition aller drei Glei- ^ ^2 — ^i -^i-T^ -^t'V'^ -^z / . . ^U 

chungen der Koeffizient von « j : a C/; = «1 C^ + w, Cj + w, G, ' 

a, A, + &i Bi + c, C, = a, (h^ c, - 6, c,) ßj^ Auflösung dieser Gleichungen nach 



+ 6,(c2a,-^a,) + c,(a,&3~a36,); ^^^ ^^^ ^^ ^^^^, 



dieser Ausdruck wird aber, wenn man ihn auf- -n 

löst, = B. Ebenso wird ^i -^ _ 



32) 



aj^j + dj^j + CjC, = 2?, ty 

a,^, + 535, + c,03 = Ä. u^R ^ p. _j_j j^ j^ 

Dagegen wird der Koeffizient von u,: a 

«i-^j + 6i^ + ci(7j = «i(6$c. — »tCj) Uj.R _ „ TT ^h rr_L>. rr 

+ »1 («i «I - «t «,) + «!(«» 61 -«t 6,) = 0. ~7~ - "' ^t-t^i i^t-hc, c, 

EbenBO wird der Koeffizient von «,: ^^j^^^ Erklärang 97). 

«» ^j + «»i-Bi + ci C, = a, (6, c, - 6,c,) pj^^^gj jj^ben die Grössen a, h, c, A 

+ 6i (ct «» — ci »«) + ci («1 ^2 — aj 6, ) = 0. ^^ Q^ ji dieselbe Bedeutung wie in der 
um «2 zu berechnen, multipliziert man die vorigen Aufgabe, 
erste Gleichung mit a„ die zweite mit 6„ die u„ ^ie Bedeutung der Koeffizienten 
dritte mit e, und addiert, dann verschwinden .^ m r ^-r ioi\.. joo\ 
die KoeffiziSnten von u, und u, und derjenige mdenTransformationsformeln 31)und32) 

von u, wird = B. Analog verf&hrt man, um ZU erkennen, lässt man die bewegliche 
«3 zu erhalten, indem man bezw. mit ag, ^3, c. Gerade w^, M,, Wj zunächst mit der Seite 1 
multipliziert ^^3 j^j^^jj Dreiecks zusammenfallen, wo- 

durch ««, = W3 =0 wird (siehe Erörte- 
rung 30). Dann wird: 

Es sind also: 
J.^, jBi, C^ die Koordinaten der Seite 1 

-^21 -^3? ^2 » » a » ^ 

-^31 -^a» ^3 »> » » n 

des alten Systems bezogen auf das neue 
System. 

Lässt man dagegen die Gerade IV 
ü,, U^ mit der Seite I des neuen Systems 
zusammenfallen, so wird: 
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Aufgaben - Sammlung 

- nebst Anhängen ungelöster Aufgaben, fGr den Schul- & Selbstunterricht — 

mit 

iB^be ud EntflcUnii^ der bmititeB Sfttie, Formebi, Re^eli In Fragen nnd intiorteD 

erl&atert durch 

viele Holzschnitte & lithograph. Tafeln, 

am allen Zweigen 
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Differential- o. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene a. de& BaumeB etc.); — 
aoi aUen Zweigen der Physik, Mechanik, Graphostatik, Chemie, GeodAsie, Nantik, 
mathenat» Geograpliie, Astronomie; des Maschinen-, Straften-, Eisenbahn-, Wasser-, 
Brieken* o. Hoehban's; der Konstmktionslehren als: darsteil. Geometrie, Polar- o. 

ParaUel-PerspeetiTO, Scliattenkonstniktionen etc. etc 

fttr 

SclilUer, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Tecliniker jeder Art, Hilit&rg etc 

zum einzig richtigen und erfolgreiciien 

Staditini, Enr Forthfilfe bei Schnlarbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wistsenschaften , 
herausgegeben von 
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Erster Teil. 

Analytische Geometrie des Punktes und der Geraden. 

Nach System Kleyer bearbeitet von Professor S. Cranz. 

Forts. V. Heft 1051. — Seite 177—192. Mit 3 Figuren. 
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Trimetriiohe LinienkoordinAten nnd Pnnktgleichangen, — DoppelverhftUniise von Panktreihen und 

Strahlenbtlacheln. 

K Stuttgart 1891. 
Verlag von Julius Maier. 

Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch jede Buchhandlung bezoaen werden. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dleiei Werk, welchem kein ihnlieheft rar Seite steht, encheint monfttiich in 3-4 
Heften in dem bUUgren Preise Ton 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlnnf der wichtig- 
iten und praktischsten Aufgraben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Meehanik, math. Geographie, Astronomie, des Masehlnen-, Strassen-, Eisnihaliii«, 
Brieken- und Hoehbanes, des konstraktifen Zeichnens etc. etc. nnd swar in TOllstlndlff 
gelltoter Form, mit fielen Figuren, Erklftmngen nebst Angabe und Entwlekeiing der 
benntiten 8ätie, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die L<)8anf 
jedermann ▼erständlich sein kann, besw. wird, wenn eine grossere Ansahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich In ihrer Gesamtheit erg&nien nnd alsdann auch aU« 
Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang Ton nngelftoten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen LOsung (in analoger Form, wie die besfiglichen gelösten Aufgaben) des Studierendes 
flberlassen bleiben, und ragleich Ton den Herren Lehrern fftr den Schulunterricht benntit 
werden können. — Die LSsungen hierin werden sp&ter in besonderen Heften flttr die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTonelch- 
nis, Berichtigmigen und erlAutemde ErkUmngen Aber das betreifende Kapitel sur Ausgabe. 

Das Werk behandelt sun&chst den Hauptbestandteil des mathematisch-natnnrisses- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsohnlen I. nnd IL Ord., gleich* 
berechtigten hlHieren Bllrgerschnlen, PriTatschnlen, Gymnasien, Bealgymnaslen, Pi«- 
gpnnaslen, Sehnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Teehniken, Bangewerkschulen, 
Gewerbesehnlen, Handelssehnlen, teehn. Torbereitnngsschnlen aUer Arten, yewerbllciie 
Fortbildnngssehnlen, Akademien, ünlTersItäten, Land- nnd ForstwIssensehallssehDleB, 
MUitftrsehnlen, Torbereitnngs-Anstalten aller Arten als i. B. für das Eii^Uirig-Frel- 
wlllige- nnd Offlsiers-Examen, etc. 

Die Schiller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, techniachoi nsd 
natnrwissenBchaftUchen F&cher, werden durch diese, Schritt für Sehritt geUfote, Aui^aben- 
sammlung inunerwfthrend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg sum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Angaben gezeigt, welche sie bei ihren Prflftingen ra lOsen haben, ragleich aber aoch 
die llberans grosse Fruchtbarkelt der mathematischen Wissenschaften vorgeffthrt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine krftftige Stiltie für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem lur Erlernung des praktischen Teiies der mathematischen 
Disiiplinen — mm Anflösen ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
flbrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen h&uBlichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die H&nde gegeben wird, entsprechende Antoben lu Ifeoa, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sitze etc. anzuwenden und praktisch lu Terwerten. Las^ Liebe 
nnd YerstAndnis ftkr den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen allw Art, MHitin 
etc. etc. soU diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und lielleicht vergessenen 
m at hema tischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in aüen Benfs- 
iweigen Torkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verMken und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen BesteDungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
ferbreltet — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verihsser, 
Dr, Dejer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigaiff 
tknnUchit berockslchtigt 

stattgwt. Die Yerlagshandlimg. 
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JJ, = fj; = und 

daher sind: 

ttj, cTi, a3 die Koordinaten der Seite 1 



hl 6j, 63 



^11 ^21 ^3 



» 



» 






2 
3 



des neuen Systems im alten System. 



Erörtemng 34. Aus den beiden vorhergehenden Aufgaben folgt für die Koeffi- 
zienten, der Koordinaten in den Transformationsformeln eine merkwürdige doppelte 
geometrische Bedeutung: 

Es sind nämlich in Bezug auf das alte Dreieck: 

die Koordinaten der Ecken die Koordinaten der Seiten 

des neuen Dreiecks: 
Ecke I ^1 A^ Ä^^ Seite I 

, II B, B, ^3, „ II 

, III C, G, C3, , III 

Dagegen in Bezug auf das neue Dreieck: 

die Koordinaten der Ecken die Koordinaten der Seiten 

des alten Dreiecks: 



a. 



a. 



b, b, 



»3, 

&3, 

^3- 



Ecke 1 
« 2 
« 3 






h 



'n 



'2 9 



Seite 1 A^ 


B, 


Cn 


n 2 A, 


B, 


C2, 


» 3 A, 


B, 


c,. 



Dabei sind die Grössen Ä^ By G mit den Grössen a, b, c durch einfache 
Relationen (siehe Gleichung 28) verknüpft. 

Erörterung 35. Die gewöhnlichen schiefwinkligen Koordinaten können als 
ein Spezialfall der Dreieckskoordinaten angesehen werden: 

Es sei in Figur 58 XO Y ein schief- 



Figar 58. 
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winkliges System, PMi = x, PM^ = y 
die schiefwinkligen Koordinaten des Punk- 
tes P; von P seien auf die Achsen 
die Lote PP^ = p^ und PP2 = Pz ge- 
fällt. 

Ferner sei ein Punkt E so gewählt, 
dass seine Koordinaten EN^^ = EN^ 
gleich der Längeneinheit werden, und von 
E auf die Achsen die Lote EE^ = EE^ 
= e^ = e, gefällt, dann sind die Drei- 
ecke PM,P,, PM,P,, EN, E,, EN,E, 
einander ähnlich, daher ist: 

Pi • Ct — *v , 1, 

j?, : e, = y : 1. 

12 
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Denkt man sich nun noch eine unendlich entfernte Gerade gezogen und 
auf sie von P und E die Lote p^ bezw. e^ gefällt, so werden diese einander 
gleich sein: ^3:63 = 1. 

Nun kann man die beiden Koordinatenachsen in Verbindung mit der unendlich 
fe^rnen Geraden als ein Koordinatendreieck ansehen, also werden die Dreieckskoordi- 
naten a;^, fl?j, x^ in demselben .folgende Bedeutung haben: 






= ^^-:^:^ =x:y:i 33) 



^i ^2 ^s 



Die auf diese Weise definierten Koordinaten nennt man homogene Koordi- 

X X 

naten, man erhält sie, wenn man x = — ^, y = -^ setzt, wo x^ der Einheit 

x^ x^ 

gleich ist, und dann mit x^ multipliziert. Diese Bemerkung dient zur bequemen 

Transformation aus schiefwinkligen oder rechtwinkligen in Dreieckskoordinaten. 

Im rechtwinkligen Systeme ist e^ = e^ = 1. 



Aufgabe 74. Die Transformations- 
formeln für die Verwandlung von schief- Auflösung. Die Dreieckskoordinaten 
winkligen Punktkoordinaten in Dreiecks- des Punktes P seien X^, X,, ^. Die 
koordinaten anzugeben. homogenen Koordinaten des Punktes seien 



Xi, x^^ o^i, so dass: 

Xm X» 



= X, — ■ = y. 



^j ^j 



Es seien nun die Gleichungen der 
Seiten des Koordinatendreiecks, bezogen 
auf das schiefe System: 

«i^ + ^iy + ^i = 0, 
Oj a; + 6, y -f- c, = 0, 

a,x + b,y+c,^0; 

so kann man unter Einführung der ho- 
mogenen Koordinaten dieselben schreiben: 

«i ^i + *i ^2 + c, x^ = 0, 

a, x^ + ^8 ^^2 + c, a?3 = 0. 

Brkl. 98. Den Abstand eines Punktes von Die Abstände des Punktes P von diesen 
einer Geraden erh&lt man bis auf einen kon- Geraden sind aber (siehe Aufgabe 20 
stauten Faktor, wenn man in die linke Seite „«j oi\ o.1a;^i« *?«« i;«irr.«« c»;«.^^ Aii^ear 
der Gleichung der Geraden an Stelle der lau- Ji?^. ^1) gleich den linken Seiten dieser 
fenden Koordinaten diejenigen des gegebenen Gleichungen, multipliziert mit gewissen 
Punktes einsetzt. Konstanten. Durch passende Wahl des 

Einheitspunktes im Dreiecksystem können 
diese weggehoben werden, und man er- 
hält dann,' wenn man wieder die homo- 
genen Koordinaten durch die schief- 
winkligen ersetzt: 

PXj = a2a: + &2y + C2,| ... 34) 
PX3 == a^x + b^y + c^,] 
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ErkL 39. Das System 34 wird aufgelöst, Die Auflösung des Systems giebt: 
indem man die schiefwinkligen Koordinaten zu- 

nächst in homogene verwandelt, sodann, um z. B. (j X = Ä^X^ -^ A^X^-^- Ä^X^ \ 

^i zu bekommen, die erste Gleichung mit A^, -d -v i r> v i jy -sr ( oe\ 

die zweite mit A^, die dritte mit A^ multipli- ^^ ^ A A ^-öiAj-f-J^jA, . . 35) 

ziert und addiert, dann wird: =(7X-4-CX.4-CX. / 



oder: 



bi Ai -f. 6j -4, + ^3 ^8 = ö» 

Ct ^l + Cj-dj + C, il, = ^ ^ A^i + ^2 ^+^ ^3 

U. 8. W. C^l ^l 4" Q^2 4" ^3-^ 

(Biehe Gleichung 28). ^ S,X,+ B, X,-i-S,X, 

C^X^ -{■■ C^X^ -{- C^ x^ 



36) 



Aufgabe 75. Die schiefen Koordi- 
naten einer Geraden in Dreieckskoordi- Auflösung. Die Gleichung einer Ge- 
nauen der Geraden zu transformieren und raden im schiefen System sei: 
umgekehrt. e«a; + t;y+ 1 = 0, 

Man ersetze die schiefen Koordinaten 
durch homogene, also: 

ti^ : tij : üs =: u:v: 1, 

i * 2 * I "~~ **' • jf * ^1 

SO ist die Gleichung der Geraden: 
u^ a?^ + ^2 ^3 + «♦, x^ = 0. 

Im neuen System soll die Gleichung 
werden: 

U,X,^U,X,+ U,X, =0. 

Ersetzt man die 07^,0;,, x^ durch ihre 
Ausdrücke in X^ , Z, , Z, aus der vorigen 
Aufgabe, so findet man: 

+ ti,(C,X, + C,X, + C,X3)=0, 
also: 

BrkL 100. Das System wird aufgelöst, in- <? CT, = ^ M + J5, t; + C, J . . . 37) 

dem man zunächst statt a und v die homogenen rr j ♦/ _i« P -, U- r' \ 

Linienkoordmaten einfahrt, sodann, um z. B. «^ ^j — -^ w-r xij v-f W-' 

«j za bekommen, die «"*« Gleichung mit aj, ^j Auflösung des Systems nach u 

die zweite mit tu, die dritte mit a* multipli- , ® - v^^., 

ziert und addiert (vergl. die Erkl. 97 und 99). und t; Dezw. w^, t<j, M, giebt. 

oder: 
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V = 






(?iD;+c. 






. 39) 



Aufgabe 76. Die Transformations- 
formeln für Linienkoordinaten beim Ueber- 
gang aus einem rechtwinkligen oder Auflösung. Nach Aufgabe 1 ist: 

schiefen System in ein paralleles System jif = x o, x = 3(f-4-a 

anzugeben. "■" ' 

y = Jf — 6, y = y' + b. 

Ist also die Gleichung der Geraden 
BrkL 101. Diese Aufgabe gehört, ebenso im alten System: 
wie die drei folgenden, eigentlich in den vor- 
hergehenden Abschnitt, wurde aber hier erst uX']-vy-\'l =0, im neuen: 
aufgefahrt, um die Transformationsformeln für / / i / / i i n - x 
Linienkoordinaten nicht zu trennen. W o? -f-t; y -f- 1 = 0, so ist: 

oder: 
oder: 

ux' V 1/' 

+ „.. , L , . + 1=0. 



au-j-bv-^ l aw + 6?; + l 
also: 

u = 

' ^ 40) 

aw + Jv-j- 1 
Die Auflösung nach u und t; giebt: 

1 — aw'— 6t;' . 

41) 



u = 



ü' 



V = 



1 — alt' — bV 



Aufgabe 77. Die Transformations- 
formeln für Linienkoordinaten bei der Auflösung. Die Transformations- 
Drehung eines rechtwinkligen Systems formein für Punktkoordinaten sind nach 
um den Anfangspunkt anzugeben. Aufgabe 3: 

o;' = xcosa'-{-ysina^ 

y' = — xsina'\-'y€OSa; 

und umgekehrt: 

X = x' cosa^ysina^ 

y = ocf sina-^-ycosa. 
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IrkL 102. Die Auflösung der Gleichungen 
42) geschieht ebenso wie diejenige der Glei- 
chongen 5) in Aufgabe 8. 



Setzt man diese in die Gleichung der 
Geraden : 

wx + t?y -{- 1 =0 

ein, so wird sie: 
x^(ucosa -\- vsina) 

Die Vergleichung mit der Gleichung 
der Geraden im neuen System: 

w'a?' + t?'y' 4" 1 = 0, zeigt: 

u* = u cosa + V sina 

t?' = — u sina -f- V cosa. 

Die Auflösung nach u und v giebt: 



42) 



u = u'cosa — v'sina 
t7 = m' sina + V cosa. 



43) 



Aufgabe 78. Die Transformations- 
formeln für Ldnienkoordinaten aus einem 
rechtwinkligen System in ein beliebiges 
anderes rechtwinkliges System anzugeben. 

IrkL 103. Multipliziert man die erste Glei- 
chung in 44) mit cos a, die zweite mit — sina 
und addiert, multipliziert man ferner die erste 
mit sina, die zweite mit cosa und addiert, so 
erh&lt man: 

— =^ — p = u' sina + v'cosa. 

a« + o« + l 

Setzt man 

tt'co^a — v'sina = m, 
uf sin a -|- v' cos o = «, 



80 wird 



— = — , also ist: 



V = Q,n, folglich: 

att + 6r + l = ^ (am 4-0*^)4"^} 
daher: ^^ 

= m, woraus: 



Die Gleichung • der Ge- 
raden im alten und neuen System sei: 

u x-\-ff y + l =0, 
u'^ + v'tj^l = 0. 

Dabei ist nach Aufgabe 4, Gleichung 8): 

X = ^ COSa — rjsina + ci, 
y = isina + r^cosa -{- b. 

Dies eingesetzt giebt: 

u (S cosa — ijsina -{- a) 

-f- 1? (§ sina + r; cosa + ft) + 1 =0, 

oder: 

^ {u cos a-\~ vsina) 



( — usina-^-vcosa) 



+ n 



p (a m + a n) 4" 1 
e(am + ati) + l = q, 

1 
Q = 



atf + fcvH-l 



+ 1=0; 



woraus: 



- y 



U = 



1 — am — an 

m 
1 — am — an^ 



«/ = 



u cosa "{' vsina 
au'\-bv^ 1 



au + bv 4-1 / 



44) 



n 

"~ 1 — am — an 



Die Auflösung giebt: 
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u* cosa — v^sina 



1 — a{u'cosu—v^sma) — bUi^sina-^v'cosa)^ 

45) 

U'Stna + V'COSa 

1 — a{u'cosa — v'sina) — 6(M'5ina+t?'co5a) 



Aufgabe 78. Die Transformations- 
formeln für Linienkoordinaten beim Ueber- 
gang aus einem schiefwinkligen oder 

rechtwinkligen System in ein anderes Auflösung. Die allgemeinen Trans- 
schiefwinkliges oder rechtwinkliges Sy- formationsformeln beim Uebergang tob 
Stern anzugeben. einem System in ein anderes sind nach 

Aufgabe 8 von der Form: 

Srkl. 104. Bei der Transformation von einem ^ _. ^ i ^//j. r q//^* \ 

schiefwinkligen System auf ein anderes ist z. B. "■ } . . . . 46) 

*^*'*'" ' «tno, Dig Auflösung dieses Systems giebt 

^ __ jri**i" 5// = ^w(w--«) Gleichungen von der Form: 

(siehe Aufgabe 8). . ^ — { n —a)b — (y- — 6)a 

Die Gleichungen 47) folgen aus den Glei- S 47) 

chungen46), wenn man a und y in a:* — a und (^^ aW-^-d/ Mö' i 

y - b »«Bdrückt. y = L_^_£0|_ Z_. \ 

Die Gleichungen 48) bekommt man so: Es 

^^^^ Diese Ausdrücke sind in die Gleichung 

u(a:'-a)fc"-u(y'-5)a--r(x'~a)6' ^^j. Geraden 
+ «(3/' — &)a' + a'6'' — a"6' == 0, 

oder: ua! + vy-\-l =0 

xf (tt 6'' — 60 + y' (— t* a" + » a') einzusetzen. 

+ t*(a"6 — a6'0 + «(«^' — «'^) Man erhält dann durch Vergleichung 

+ a' ft'' — a" 6' = 0. mit der Gleichung 

Multipliziert man die erste Gleichung von ^^'^^' J» t?'|/'_L 1 = 0: 

48) mit a', die zweite mit h' und addiert, multi- * 1^ y 1^ 

pliziert man femer die erste mit a", die zweite ^ uV — vV 

mit 6" und addiert, so ist: w = ^ — 1 

^' v' = -^^- 1 V 48) 

— ^ ^ = a"«' + 6''t?'. 

^ N= u(a''b—ab'')-\-v{ab'—a'b) 

Daraus erhält man: 4_rj/5'/ o"6' 

it = ^(a'n' + 6't0, ^. . -,.. "T , /. • ^ 

« - nrfl''fi'-^Ä"r'V ^^® Auflosung nach w und v (siehe Er- 
dann wird: '^ ^ ^' klärung 103) giebt: 

^ l+aw' + 6t^( 

oder: " ^ "" \-\-au' -\-bv''' 

u' = -^ (a' 6" - a" 5') u', g^^^^ ^^^ ^.^ ^^^e für of, 6', a", ^ 

o , , , , ein, welche in Aufgabe 8 angegeben sind 

,^ = ^(a'b"-a"60^', (si^he Erkl. 103), SO wird: 
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(a'' tt' + ft" t*')] + a' ft" — a" 6' 5m (fi + g) u' — sing . v' 

+ (a' 6" — a" 6'). «.• /n i \ y i • / x / 



oder: 



^(rtu' + 6t?'H- 1) = 1, also: 



tt = 



V = 



_ g^K^ + t^c" 






l-|-att' + 6t;' 



13). Doppelverhältnisse von Punktreihen und Strahlenbiischeln. 

Erörterung 36. Durch die Einführung von Linienkoordinaten werden Gerade 
und Punkt in reciprok entsprechender Weise einander gegenübergestellt. Bei 
Aufstellung der Gleichung einer Geraden in laufenden Punktkoordinaten wird die 
Gerade als Gesamtheit der auf ihr liegenden Punkte angesehen. Bei Aufstellung 
der Punktgleichung fasst man den Punkt auf als gemeinsames Element aller 
durch ihn gehenden Geraden. Die gleiche Form beider Gleichungen giebt ein 
Mittel an die Hand, Eigenschaften von Punktgruppen und Geradengruppen ge- 
meinsam abzuleiten. 

Man nennt die Gesamtheit der.- auf einer Geraden liegenden Punkte eine 
Punktreihe, die Gesamtheit der durch einen Punkt gehenden Geraden ein 
Strahlenbüschel, die Gerade, auf welcher die Punkte der Punktreihe liegen, 
heisst Träger der Punktreihe, der Punkt, durch welchen alle Geraden des 
Strahlenbüschels gehen, heisst Gentrum des Strahlenbüschels. 

Erörterung 37. Sind in abgekürzter Bezeichnung (r = und JS = die 
Gleichungen zweier Punkte oder zweier Geraden, und zwar in rechtwink- 
ligen, schiefwinkligen oder Dreieckskoordinaten, so ist nach dem Früheren 
(siehe Aufgabe 23, Erörterung 16, Aufgabe 52, Aufgabe 61, Anmerkung 65, Auf- 
gabe 63, Aufgabe 68, Aufgabe 70, Anmerkung 75) G-^-XH^^ die Gleichung: 

eines Punktes, welcher auf der Verbin- einer Geraden, welche durch den Schnitt- 
dungsgeraden der gegebenen Punkte punkt der gegebenen Geraden G^ = 
6r === und H = liegt. und ff = geht. 

Durch Veränderung des veränderlichen Faktors A, welchen man den Para- 
meter der Gleichung des Punktes bezw. der Geraden heisst, kann man jeden 
Punkt der von ff = und H = gebildeten Punktreihe bezw. jede Gerade des 
von 6r = und H =0 gebildeten Strahlenbüschels ausdrücken. 

Die geometrische Bedeutung des Parameters X ist dabei folgende^ 

Bezeichnet man der Kürze halber den Bezeichnet man der Kürze halber die 
Punkt ff = mit 0, den Punkt H = Gerade ff = mit 0, die Gerade H= 
mit 1, den Punkt G-{-XH=0 mit 2, mit 1, die Gerade ff + A£r = mit. 2, 
so ist X gleich dem Verhältnis der Strecken so ist X gleich dem Verhältnis der Sinusse 
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20 : 2l, multipliziert mit einer gewissen, der Winkel^ welche^ 2 gegen und 1 
von den Koeffizienten in den Gleichungen bildet, ^'n 2,0 :5m 2,1, multipliziert mit 
G = und IT = abhängigen Eonstante, einer gewissen, von den Koeffizienten in 
Das Verhältnis 20: 2l heisst das Ab- den Gleichungen 6? = und Ja"= ab- 
standsverhältnis des Punktes 2 von hängigen Konstante. ^^ ^^ 
den Punkten und 1. Das Verhältnis sin2fi:8in2A heisst 

Sinusverhältnis der Geraden 2 gegen 
die Geraden und 1. 

Ausser der Gleichung G-{-XH = sei nun noch eine zweite GleichuDg 
ö + /u if = gegeben. 

Diese Gleichung stellt dann einen Diese Gleichung stellt dann eine vierte 

vierten Punkt 3 dar, welcher ebenfalls Gerade 3 dar, welche ebenfalls durch 

auf der Verbindungsgeraden der Punkte den Schnittpunkt der Geraden 6r = 

G = und H = liegt, und für welchen und H=^0 geht, und für welche /i = 

^=z= 3 0:31 ist, multipliziert mit der sin Sfi: sin 3^1 ist, multipliziert mit der 
gleichen Konstante, mit welcher vorhin gleichen Konstante, mit welcher vorhin 

das Verhältnis 20 : 21 multipliziert war. das Verhältnis sin 2fi:sin2^ multipli- 
ziert war. 

Dividiert man nun X durch /i, so hebt sich die Konstante weg, und das Ver- 
hältnis — bekommt eine rein geometrische Bedeutung. Es ist: 



__A 2030 ,. X 8in2fi sin 3,0 ^. 

/* 21 3 1 M sin 2,1 sin 3,1 

Dieses Verhältnis nennt man das Doppelverhältnis der 

Geraden 0, 1, 2, 3. Punkte 0, 1, 2, 3. 

Erörterung 87. In der vorigen Erörterung waren von den vier Punkten 
bezw. Geraden zwei durch eine besonders einfache Gleichung ff = 0, 5 = 
ausgezeichnet, die beiden übrigen auf diese bezogen. Man kann diese Punkte 
bezw. Geraden als die Fundamentalpunkte der Punktreihe bezw. Funda- 
mentalstrahlen des Büschels bezeichnen. Es erübrigt noch für beliebige vier 
Punkte bezw. Strahlen das Doppelverhältnis abzuleiten. 

Es seien: ff + ;i, J5r=0, . . (1) Es seien: ff + X, H= 0, . . (1) 

G + X,H=0, . . (2) G + X^H=zO, . . (2) 

ö + ;l,H=0, . • (3) ff + A, 27 = 0, . . (3) 

G + X^Hz=0 . . (4) ff + X,J3'=0 . . (4) 

vier Punkte 1, 2, 3, 4 der Punktreihe, vier Geraden des Strahlenbüschels, dessen 
deren Träger die Verbindungsgerade von Centrum der Schnittpunkt von ff == 
ff = mit If = ist. mit JT = ist. 

Man setze zur Abkürzung: 

R— G + X, HrrO, S= ff + AjÄ— 0, so wird: 
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(k,—k^)H=R — S, 

{X^—k^)G = X^R — X, S. Daher: 

Aj ^"~" A| A« ^^^ Aj 

A« ■*""" A« A« ^"^ A« 

die Gleichungen ö + a, fl = und 6? + A^ fl" = lassen sich also auch schreiben: 

i, iJ— ;i, s— a, B -f a, s = 0, 

;i, iJ — ;i, S— ;i» iJ+ i» S = oder : 

Die Gleichungen der vier Punkte bezw. Geraden 1, 2, 3, 4 sind also: 
(1)Ä = 0, (2)5=0, 

(3) JJ4-i»^Lflf= 0, (4) 2? + -^^-^ = 0. 

Daher wird das Doppel Verhältnis der vier Elemente 0, 1. 2, 3 nach der 
vorhergehenden Erörterung: 

«-X..=:Är-I,:=li7 ^) 

Auch hier ist also das Doppelverhältnis unabhängig von der Lage der 
Fundamentalelemente und unabhängig von den in den Parametern enthaltenen 
Eonstanten, es ist eine rein geometrische Grösse. 

Sind von vier Elementen (Punkten einer Punktreihe, Strahlen eines Strahlen- 
büschels) drei gegeben und ausserdem ihr Doppelverhältnis, so ist dadurch das 
vierte bestimmt Denn sieht man die zwei ersten Elemente als Fundamental- 
elemente an, so lässt sich die Gleichung des dritten stets in den Gleichungen 
der zwei ersten ausdrücken, der Parameter X, der hiebei auftritt, dividiert durch 
den Wert a des Doppelverhältnisses, giebt dann den Parameter ^ fOr die Bildung 
der Gleichung des vierten Elements (siehe Erörterung 36, Gleichung 1) und 2). 



Aufgabe 80. Es sind drei Punkte 
1, 2, 3 auf einer Geraden und das Doppel- 
verhältnis a gegeben, welches ein vierter Auflösung. Die drei ersten Punkte 
Punkt gegen die drei ersten bildet, diesen seien (Fig. 59) a, &, c, der gesuchte 
vierten Punkt geometrisch zu konstruieren. Punkt el, das Doppelverhältnis 

ca ^da 8 

cb ' db 5* 

Ziehe durch a und b zwei beliebige 
Parallelen und durch c eine beliebige Ge- 
rade, welche die Parallelen in m und n 
trifft Multipliziere die Strecke b n mit a 
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Figur 59. 



m 






••-. -7». 



Jl 



ifl 



unö trage 6 ** . er (f . 6 »i) von h aus gegen 
n hin auf der Parallelen nach p ab, ziehe 
mp, welche den Träger der Punktreihe 
in dtrifft, so ist dder gesuchte Punkt, denn: 

c a: ch z:^ amihn 



:uL 



:i:^ 



da:db = amibp^ folglich: 
da am am 
"~ bn ' bp 
bp bn.a 



ca 



cb db 



bn 



bfi 



er. 



M. 



Wäre a negativ, so wäre die Strecke 
bn auf der andern Seite der Geraden 
von b aus auf der Parallelen nach p^ zu 
tragen und mp^ zu ziehen^ mp^ schneidet 
dann die ac in rf^. 



Aufgabe 81. Es sind drei Strahlen 
eines Strahlenbüschels gegeben, sowie 

das Doppelverhältnis, welches ein vierter Auflösung. Aa, Ab, Ac seien die 
Strahl gegen die drei ersten bildet Den drei ersten Strahlen, A d der gesuchte, 
vierten Strahlgeometrisch zu konstruieren, das gegebene Doppel Verhältnis : 



sin c, a sin d, a 



a 



8 



Figur 60. 




sin c, b sin d, b 

Wähle auf dem dritten Strahl den 

Punkt B beliebig und fälle von ihm auf 

Aa und Ab die Lote Bm und Bn, 

Multipliziere JBn mit a (|), ziehe zu 

Aa durch B die Parallele und zu ^^ 

im Abstand n p = J5 n . « eine Parallele. 

Die beiden Parallelen schneiden einander 

in q, Aq ist der gesuchte vierte Strahl 

Denn : >^-^ 

sinc^a Bm 

sin cTft ^'* 

Fälle von q Auf Aa und J. 6 die Lote 
qr und qs^ so ist: 

sin d^a qr Bm 

aber pn = Bn.a^ folglich; 



sin c, a sin rf, a 



sin c, 6 sin d^ b 



Bm Bm 
Bn ' Bn,a 
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Ist das gegebene Doppelverhältnis 
positiv, so ist die Parallele pq z\x Ab 
auf derjenigen Seite von Ab zu ziehen, 
auf welcher fliegt, ist dagegen a negativ, 
so ist die Parallele p^ q^ auf der andern 
Seite von Ab zu ziehen, und man erhält 
A Ji dj als vierten Strahl. 



Erörterung 38. Das Doppel Verhältnis der Punkte oder Strahlen 1, 2, 3, 4, 



nämlich 



31 41 



: ^}- bezw. i?!*4li : ^^j^ goU in Zukunft abgekürzt durch (1, 2, 3, 4) 
3 2 4 2 sin 3,2 sin ^,2 

bezeichnet werden. Die beiden ersten Elemente heissen das vordere, die beiden 
letzten das hintere Paar. 

Nun lassen sich aber 4 Punkte auf 24 verschiedene Weisen gruppieren, 
es fragt sich, wie der Wert des Doppelverhältnisses sich dabei ändert. 
Die möglichen Kombinationen sind: 





I 


II 


1). 


1, 2, 3, 4 


1, 2, 4, 3 


2). 


2, 1, 4, 3 


2, 1, 3, 4 


3). 


3, 4, 1, 2 


4, 3, 1, 2 


4). 


4, 3, 2, 1 


3, 4, 2, 1 



III 

1, 3, 2, 4 
3, 1, 4, 2 

2, 4, 1, 3 



IV 1 V 

1, 3, 4, 2 1, 4, 2, 3 

3, 1, 2, 4 4, 1, 3, 2 

4, 2, 1, 3 , 2, 3, 1, 4 



VI 

1, 4, 3, 2 
4, 1, 2, 3 
3, 2, 1, 4 



2, 4, 3, 1 I 3, 2, 4, 1 I 2, 3, 4, 1. 



4, 2, 3, 1 

Dabei sind die vier jedesmal untereinanderstehendeu Kombination dadurch 
entstanden, dass die Elemente des vorderen, sowie die des hinteren Paars unter 
sich vertauscht wurden, oder dass das vordere Paar mit dem hinteren Paar ver- 
tauscht wurde, oder dass beide Vertauschungen gleichzeitig vorgenommen wurden. 

Solche Kombinationen der 4 Elemente geben das gleiche Doppelverhältnis. 

Denn sei der Wert des Doppelverhältnisses (1, 2, 3, 4) = — =- : ^=.- = «, so ist: 



(2, 1, 4, 3) = -= 

4 1 



42 32^ 
31 



42.31 
41.3 2 



31.42 
32.41 



32 42 

Fl n 



er. 



32 42 



13 23 



— 31 



32 



31.42 



41 



Femer: (3, 4, 1, 2) = -^^:^^ = — -=-: — =^ = ^=— _- = ^-: =:- = 



14 24 



— 41 —42 



41.32 



31 

32 ' 42 



a. 



/. o . ox 24 14 —42 —41 31.42 31 41 

(4, 3, 4, 3) = -^ : -^- == ==r :- — =^ = — — - = -=- : .=^ = «. 

23 13 —32 —31 32.41 32 42 

Die Kolumne II ist aus der Kolumne I dadurch entstanden, dass die Ele- 
mente eines Paars miteinander vertauscht wurden. 



Es sei wieder (1, 2, 3, 4) = 



3141 31.4 2 , 

:- : — == -r= — -^ = a, dann ist: 

32 42 32.41 



(l,2,4,3) = -L^:4l=-L^--41=i. 

4232 42.31 « 

Vertauscht man also die Elemente eines Paars unter sich, so 
erhält das Doppelverhältnis seinen reciproken Wert. 
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Die Kolumne III entsteht aus Kolumne I durch Yertauschung der inneren 
Elemente. 

Das Doppel Verhältnis der Kolumne III ist: 



/, n .. .X 21 41 21.43 12.43 

(1, 3, 2,4) = -=-: = — - - = -=--=-; 

23 43 23.41 32.41 

aber 12 + 24 = 14, also £2 = 14 — 24 = 42 — 41 und 2^4-3~4 = 2~4, 
oder 32 + 43 = 42, also 43 = 42 — 32. Daher: 

i~2.43 = (42 — 41). (42 — 3l) 

= 4~2 . 42 — 42 . 32 — 42 . 41 + n . 3"2 

= 42 . (42 — 3^ — 4"!) + 41 . 32 

= 42 . (43 — n) + n . 32. 

aber Fs + Sl = 14, oder 31 + 43 = 41, oder 43 — 41 = —Fl, daher: 

il. 4^ = — 42.31 + 41.3^, folglich: 



(1. 3, 2, 4) = iMi = 32.42--M.42 ^ ^ _ ^ 

32.41 32.41 

Vertauscht man also die inneren Elemente unter sich, so ist 
der neue Wert des Doppelverhältnisses zusammen mit dem alten = l. 

Die Kolumne IV ist aus Kolumne III ebenso gebildet, wie die Kolumne II 
aus Kolumne I, folglich ist der Wert des Doppelverhältnisses von Kolumne IV 

= -z Die Kolumne V ist aus Kolumne II ebenso gebildet, wie Kolumne III 

1 — a 

aus Kolumne I, nämlich durch Vertauschung der inneren Elemente, der Wert 

des Doppelverhältnisses von Kolumne V ist also =1 

Die Kolumne VI endlich entsteht aus Kolumne IV durch Vertauschung der 
inneren Elemente, also ist der Wert des Doppelverhältnisses von Kolumne VI: 

1 _ 1 — g — 1 _ a 

1 — a 1 — a 1 — a 

Das Resultat, welches sich aus der Berechnung der verschiedenen Kombi- 
nationen ergeben hat, ist somit folgendes: 

Die 24 Doppelverhältnisse, welche sich mit vier Punkten einer 
Punktreihe oder vierStrahleneinesStrahlenbüschelsherstellen lassen, 
besitzen nur sechs von einander verschiedene Werte, diese sind: 

1 , 1 a— 1 « 

« 1 — a a a — 1 

Gleiches Doppelverhältnis besitzen die Kombinationen, welche 
durch Vertauschung der Elemente jedes Paars, oder durch Vertau- 
schung der Paare, oder durch gleichzeitige Vertauschung der Paare 
und der Elemente in ihnen entstehen. 

Durch Vertauchung der Elemente eines Paars geht das Doppel- 
verhältnis in seinen reciproken Wert, durch Vertauschung der inneren 
Elemente in die um den ursprünglichen Wert des Doppelverhältnisses 

verminderte Einheit über. 
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* 

Erörtemng 39. Die verschiedenen Werte, welche das Doppel Verhältnis von 
vier gegebenen Punkten haben kann, sind im allgemeinen von einander verschieden. 
In speziellen Fällen können jedoch einige dieser Werte einander gleich werden. 

Bezeichnet man die verschiedenen Werte mit or, a^, a^^ a,, a^, a,^^ so kann der 
Fall eintreten, dass: 



1). a -=. a^ 

2). a = a^ 

3). a =1 a^ 

4). a ^=z a^ 

5). a = flr. 



6). a^ = 
7). a, = 



of, 



a, 



8). rtj =r a^ 



9). a, = 



<^3 



10). a, = «j 
11). a2 = a^ 



12). «2 = 



13). flfj = «1 



14). et, = a, 
15). a^ = a^ 



oder: « = — , oder: «' — l = 0;a=±l, 



a 



oder: a = 1 — a^ oder: 2 « = 1; « = ^, 

oder: a = . , oder: a- — «-f-l = 0; a = — ' 



1— a 



2 



«—1 j ^ . , ^ 1±V — 3 
oder: a = — i — , oder: «* — « + 1 = ^5 « = ^^ 



oder: a = 



a 



a — 1 



, oder: «' — 2a = 0; a = oder 2, 



oder: - = 1 — a 



oder: — = 



a 
1 

a 
1 



oder: — = 



oder: — 

a 



l—a 

«— 1 
a 

a 



giebt Fall 3), 



2), 



oder: 1 — a = 



oder: 1 — a = 



oder: 1 — a = 



oder: 



oder: 



oder: 



l — a 

1 
1 — « 

a 



l — a 

a — \ 
a 

a 
a — l 

a—\ 
a 

a 
a 



» 



T) 



5), 
3), 
5), 
1), 



3), 



n 



» 



r, 3), 



?» 



1), 



2). 



Die hier auftret enden besonderen Werte für das Doppelverhältnis, nämlich 

+ 1, —1, I, 1 + V~3, 1— V — 3, 0, 2 sind aber nicht alle von einander 
unabhängig. 



Setzt man « = 1, so wird 


«i — 1, flfj 


» j)« = — lij? » 


Oft = — 1, flTj 


n „ a = 0, „ „ 


»1 = » , or. 


1) » « = 2, „ „ 


«i = h «2 



= 0, 



tr, = 00 



a. = 



9 

-1 



2 = 1» 



er. 



er. 



1 



= 1, 



or, 



= — li «'s = — 1» »1 = 



0, 


«5 





oo; 


2, 


«^5 


= 


1 . 

7» 


=0l 


«» 


= 


0; 


i, 


«5 


= 


2; 
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Die Werte « = — =^^^ werden imaginär, gemäss der Festsetzung yoq 

Erörterung 4 soll deshalb dieser Fall hier nicht behandelt werden. 

Man sieht aus der oben angestellten Berechnung, dass es sich im Wesent- 
lichen nur um zwei besondere Werte für a handeln kann, nämlich: a^-^-X 
und « = — 1, denn die übrigen besonderen Werte: 0, oo, 2, ^, folgen daraus 
<lurch andere Kombination der Elemente. 

Erörterung 40. Ist a=: -f- 1) so ist: 



31 41 , , 31 41 
— ■* == 1 oder: ^^^ = -r=r-. 



32 42 32 42 

das Element 3 hat also von den Elementen 1 und 2 dasselbe Abstandsverhältnis, 
wie das Element 4, es müssen folglich die Elemente 3 und 4 zusammenfallen. 
Das Gleiche ist der Fall, wenn « = oder a = oo ist; es folgt also: 

Wenn ein Doppelverhältnis von vier Punkten einer Punktreihe 
oder von vier Strahlen eines Strahlenbüschels den Wert +1 oder 
oder 00 besitzt, so fallen von den vier Elementen zwei zusammen und 
umgekehrt. 

Erörterung 41. Es bleibt unter den besonderen Fällen noch der übrig, dass 

tt = — 1 ist; die übrigen Werte, welche das Doppelverhältnis annehmen kann, 

wenn man die Elemente anders gruppiert, sind 2 und \. Die wichtigste und 

sehr häufig vorkommende Gruppierung ist dabei diejenige, bei welcher a = — 1 

ist oder: — — 

31 41 



32 42 

Man nennt vier auf diese Weise angeordnete Punkte einer Beihe oder 
Strahlen eines Büschels harmonische Punkte oder harmonische Strahlen. 

Die harmonische Anordnung von vier Elementen ist dadurch ausgezeichnet, 
dass man nicht nur die beiden Paare oder die Elemente jedes Paars, oder die 
Paare und gleichzeitig die Elemente in ihnen vertauschen darf, sondern auch die 
Elemente, eines einzelnen Paars, ohne dass der Wert des Doppelverhältnisses sich 
ändert Dagegen bekommt das Doppelverhältnis bei Yertauschung der inneren 
Elemente den Wert 2 oder \. 

Andererseits folgt aus der vorigen Erörterung, dass wenn das Doppelver- 
hältnis von 4 Elementen den Wert 2 oder \ besitzt, diese Elemente in anderer 
Gruppierung harmonische sind. Die Eigenschaften harmonischer Punktreihen und 
harmonischer Strahlenbüschel werden später besonders untersucht werden. 



Uebungsaufgabe 153. Das Strahlenbüschel: 

(«+2y— 3)4-A(5a; + 6y— 2) = ist gegeben. 
Es soll untersucht werden, ob die Geraden: 

6 a? + 8 y — 5 = 0, 
4 07 + 4 y+1 = 0, 
51rc + 62^—23 = 
Strahlen des Büschels sind; sodann sollen, wenn dies der Fall, die Strahlen: 
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6a;-(-8y — 5 = und 4a? + 4y + l = 

als Fundamentalstrahlen angesehen und die Gleichung des letzten Strahls mit ihrer Hilfe 
ausgedrückt werden. 

Aollösnng. Es muss sein: l-|-5Xi = 6, 

2 + 6Xi=8, 
— 3 — 2 Xt = — 5; dies ist der Fall für ;Li = 1. 
Die Gerade: 6X'-\-Sy — 5 hat also eine Gleichung der Form: 

(a; + 2s^— 3) + (5a?-f6y— 2) = 0. 
Ferner muss sein: 1 -j- 5'l2 = ^i oder 1 -)- 5A.2 = — 4, 

2 + 6^2 = 4, 2 + 6X2 = — 4, 

— 3 — 2;L2 = 1, — 3 — 2X2 = — 1. 

Das letztere ist der Fall f ür X = — 1 , die Gerade 4a; + 4y-(-l = hat also eine 
Gleichung der Form: 

(jp + 2y — 3) — (5a;4-6y— 2) = 0. 

Femer muss sein: l + SXj = 51, 

2 + 6X8 = 62, 

3 + 2X3=23. 

Dies ist der FaU für X = 10. 

Die Geraden gehören somit alle dem Büschel an. Wenn nun 6a; + 8^ — 5 = und 
4x+4^ + l = als Fundamentalstrahlen gewählt, und die übrigen Geraden darauf 
bezogen werden sollen, so muss sein: 

(6a; + 8i^-5) + /ii(4^ + 4y+l) = ^i( x + 2 y-3), 

(6aj + 8y— 5)+|Li2(4a? + 4y+l) = ^(5 « + 6 y-2), 

(6x + 8y— 5) + .u3(4;r + 4y+l) = ^3(51a; + 62y— 23); oder: 

6+4/ii = 61, 8 + 4/11=2 ^i, — 5+/Lii= — 3 g^ 

6+4.u2=5 (>2, 8 + 4jLi, = 6 Qu — 5 + /Li2 = — 2 ^2, 

6 + 4^3 = 51^3, 8 + 4.U3 = 62(>3, — 5 + iUs = — 23^j. 

Hieraus findet sich: 

jut = — 1, (>i = 2, 

iU2 = + 1, (>i = 2, 

f^i = %i» ^3 = 2/ii- 
Die Gleichungen der drei Strahlen werden daher: 

(6;r + 8y— 5)— (4a: + 4y+l) = 0, 

(6a; + 8y— 5)+ (4a;+4y+l) = 0, 

(6ic + 8y-5)+%i(4fl; + 4y+l) = 0. 



üebangsanfgabe 154. Zu untersuchen, ob die vier Geraden: 

(1) 2lÄ: + 26y— 11 = 0, 

(2) 16 0; + 20 2^—9 =0, 

(3) lla:+14y-7 =0, 

(4) 53Ä' + 66y— 29 = 

einem Büschel angehören, und wenn ja, das Doppelverhältnis (1, 2, 3, 4) zu berechnen. 
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AoflöBimg. Wählt man (1) and (2) als Fandamentalstrahlen, so mnss sein: 

(21a? + 26y--ll) + A|(16a?+20y— 9) = (^i(lla;+14y— 7), 

(21a? + 26y — 11) + h (16a?+ 20y— 9) = (>2 (53iC+66y — 29); 
oder: 

21 + 16Xi = ll^i; 26 + 20Ai = U^i; — 11— 9Ai = — 7 ^t» 

21+ 16X, = 53^2; 26 + 20^2 = 66(>2, — H— 9;i2 = —29^2- 
Die Gleichungen sind giltig für ki= — 2, qi=i — 1, 

^2 = 2, ^2 ^= !• 

Daher werden die Gleichnngen von (3) and (4): 

(3)(21a; + 26y-ll)— 2(16a:+20^— 9)=:0, 
(4) (21a?+ 26y— ll) + 2(16a;+ 20y— 9) = 0. 

Das Doppelverhältnis: 

sinSl 5m41 . , — 2 

?=r : >^ ist also = — -^ = — 1, 

sin 32 sin 42 + -* 

d. b. die Strahlen 1, 2, 3, 4 bilden ein harmonisches Büschel. 



üebangsaufgabe 155. Das Doppel Verhältnis der vier Strahlen: 
(1) 19a?-»- 2y+ 17 = 0, (2)a; + 2y— 1 = 0, (3)a?— 4y+7 = 0, (4) — 3a?+y-4 = 

za berechnen. 

287 
AoflÖBung. Man findet aaf analoge Art wie hei der vorigen Aufgabe a = -tat* 



üebnngsanfgabe 156. Dieselbe Aufgabe wie 155 für die 4 Strahlen: 
(1) 3a? +7^—10 = 0, (2)5a?+y— 6 = 0, (3)a?+y— 2 = 0, (4)25a?+2y— 27 = 0. 

AnilSsnng. a = ^/s. 

üebnngsanfgabe 157. Drei Strahlen haben die Gleichungen: 

(l)3a?+7y— 13 = 0, (2) 7a;— 15y+ 1 = 0, (3)2a:— lly + 7 = 0. 
Die Gleichung eines vierten Strahls zu bestimmen, wenn das Doppelverhältnis: 

(1, 2, 3, 4) = a = i/g gegeben ist. 
AnflÖBong. Es ist: 

(3a?+7y— 13) + X(7a?— 15y + l) = (>(2a;— lly+7), also: 
3+7X = 2^, 7-15A = -ll^, — 13+A = 7(>. 
Es findet sich A. = --l, (> = — 2, folglich ist die Gleichung von (3): 

(3a? + 7y— 13)— (7 a?— 15^+1) = 0. 
Es sei nun die Gleichung des vierten Strahls: 

(3a? + 7y-13) + iu(7a:-15y+l)= 0, 
dann ist das Doppelverhältnis (1, 2, 3, 4): 

~^- = (1, 2, 3, 4) = 1/3, 
also /Lc = — 3, folglich die Gleichung des vierten Strahls: 
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PROSPEKT. 

DieMi Werk, welchem kein ftknlletae« iiir Seite iteht, erscheint monatlich in ^-4 
Heften m dem billigen Preise Ton 25 ^ pro Heft and bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Anfgahen ans dem Qesamtgeblete der Mathematik , Physik, 
Meehanlki matlu Geographie 9 Astronomie , des Maschinen- , Strassen- , Eisenbahn-, 
Brücken- nnd Hoehbanesy des konstroktlren Zeichnens etc. etc. nnd swar in Tellsüadig 
gelMer Form, mit fielen Figuren, Erklämngen nebst Angabe nnd Entwiekelmg der 
benntiten Sitae, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die LOsanf 
Jedermann verständlich sein kann, beiw. wird, wenn eine grossere Ansahl der Hefte 6^ 
schienen ist, da dieselben sich In Ihrer Gesamtheit ergftnsen und alsdann auch alle 
Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — Torliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang Ton nngel5sten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Losung (in analoger Form, wie die besüglichen golOsten Aufgaben) des Studierend« 
ftberlassen bleiben, und zugleich Yon den Herren Lehrern für den Schulunterricht benntit 
werden kOnnen. — Die LOsnngen hienu werden später in besonderen Heften für die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse dnes jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltareneleh- 
■Is, Berichtigungen und erläntemde &kl8mngen über das betreffende Kapitel nur Ausgabe 

Das Werk behandelt lunächst den Hauptbestandteil des mathematisch^natorwisseii- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehnlen L nnd 11. OriL, gleleb- 
berechtigten höheren Bflrgersohnlen, PrlTatschnlen, Gymnasien, Bealgjninaalen, Pn- 
gymnaslen, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerksehnleiy 
Gewerbesehnlen, Handelsschulen, techn. Torbereltnngsschnlen aller Arten^ gewerbliche 
Fertblldnngsschnlen, Akademien, ünlrersitäten, Land- nnd Forstwlssensdiaflsadiiilei, 
MlUtlrsehnlen, Torbereltnngs-Anstalten allei* Arten als a. B. für das Elujlkrlg-Frel- 
willige- nnd Offlalers-Examen, etc. 

Die Sehfller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technlaohett Dsd 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelSate, Aufgabeo- 
fftpifninug Inunerwihrend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg sum mfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben geseigt, welche sie bei ihren Prüflingen lu lösen haben, augleich aber anch 
die flberans grosse Fruehtbarkeit der mathematischen Wissenschaften Yorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stfltie für den Sdral- 
unterricht geboten werden, indem lur Erlernung des praktischen Teiles der mathematiBcheB 
Disiiplinen — mm Auflösen Ten Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit e^ 
ftbrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine ▼oll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben an löfle% die ge- 
habten Regeln, Fermeln, Sätse etc. aninwenden und praktisch in Torwerten. Lw^ Uebf 
nnd YerBtändnis für den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, mitän 
etc. etc soll diese Sammlung inr Anffrischnng der erworbenen und vielleicht yergesseneo 
mathematiBchen Kenntnisse dienen und sugleich durch ihre praktischen in allen Benfs* 
iwelgen rerkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft Torleihen und 
somit den Antrieb su weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Ferschongen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige nnd praktische Auf- 
gaben werden mit Dank you der Redaktion entgegengenommen und mit Ang^e der Namea 
ferbreitet — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der YcrflMser, 
Dr. Kleyer, Frankfürt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigmif 
Ibqalichat berückiichtigt. 

Stattgart Die Terlagshandliuig. 
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(4) (3;r + 7i/—13)--3(7;r— 15^+1) = 0, oder: 
lSx—52i/-\-lQ = 0, oder: 
9^—26^ + 8 =0. 



üebangsaiifgabe 158. Dieselbe Aufgabe wie 157 für die Strahlen: 

(l)6a;+4i^— 9 = 0, (2) 2a; + 4^—7 = 0, (3) 2;r~4^ + 5 = 0, und; 

(1, 2, 3, 4) = Vs. 

Auflösung. Gleichung von (4): 6a? + 20y — 33 = 0, 



üebongsaulgabe 159. Die Gleichungen von vier Punkten sind: 
(1) M— lOv— 1=0, (2)10w—t;— 109 = 0, (3)m-^2ü— 9 = 0, (4) 5«*— 6t;— 49 = 0. 
Den Wert des Doppelverhältnisses der Punktreihe (1, 2, 3, 4) zu berechnen. 

Auflösung. Analog wie in Uebungsaufgabe 154 findet man: 

10 
^ = 19' 



Uebungsaufgabe 160. Die Gleichungen von drei Punkten einer Geraden sind: 

(1) 7w + 9i?- 9 = 0, (2) U + 2V+ 3 = 0, 4M+3t;— 18 = 0. 

Zu untersuchen, ob sie auf einer Geraden liegen; wenn ja, für das Doppel Verhältnis 
(1, 2, 3, 4) = V3 äie Gleichung des vierten Punktes anzugeben. 

Auflösung. Analog wie bei Uebungsaufgabe 157 findet man die Gleichung von (4): 

M— 3t? — 27 = 0. 



Uebungsaufgabe 161. Die Gleichungen dreier Strahlen eines Büschels oder dreier 
Punkte einer Punktreihe seien: 

(1) Fl = 0, (2) V^ = 0, (3) 7^ +X F, = 0, 

was ist die Gleichung des zu diesen dreien harmonischen Strahls? 

Auflösung. Sei F| + /i F2 = die Gleichung des gesuchten Strahls, so muss das 
Doppel Verhältnis — = — 1 sein, also jtc = — A, folglich die gesuchte Gleichung: 

Fj— A.F» = 0. 



13). Projektivische Punktreihen und StrahlenbUschel. 

Erörterung 42. Wenn G = und fif == 0, ebenso 0^ = und fl^ = 0, die 
Gleichungen zweier Paare von Geraden oder zweier Paare von Punkten oder 
eines Paares von Punkten und eines Paares von Geraden sind, so stellen die 
Gleichungen: G + XH=0, G,-tXH, = 

für irgend einen bestimmt angenommenen Wert von X ein bestimmtes Element in 
jedem der beiden Gebilde (Punktreihe oder Strahlenbüschel) dar. Da man durch 

Oranz, Analytische Geometrie der Ebene. I. 23 
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Aenderung von X jeden Strahl des Strahlenbüschels oder jeden Punkt der Punktreihe 
erhält, so kann man die Gleichungen G-{-XH=0^ G^-\-X^^ = geradezu 
als die Gleichungen der beiden Gebilde, seien es Punktreihen oder Strahlen- 
büschel, ansehen. Diese beiden Gebilde stehen aber zu einander in einer be- 
stimmten Beziehung: Da der Parameter X in beiden Gleichungen derselbe ist, 
so erhält man durch Fixierung eines Wertes für X je ein Element in jedem der 
beiden Gebilde, oder: jedem Element (Punkt oder Strahl) des einen Gebildes 
entspricht ein bestimmtes Element (Punkt oder Strahl) des anderen Gebildes. 

Man nennt nun zwei solche Punktreihen, oder zwei solche Strahlenbüschel, 
oder eine Punktreihe und ein Strahlenbüschel, deren Gleichungen sind: 

G+XH=0,\ 

G, + xn, = o,\ 

oder bei welchen, geometrisch gesprochen, jedem Element (Punkt oder Strahl) 
der einen Punktreihe oder des einen Strahlenbüschels ein bestimmtes Element 
(Punkt oder Strahl) der anderen Punktreihe oder des anderen Strahlenbüschels 
zugeordnet ist, projektivische Gebilde. Es können also entweder zwei Punkt- 
reihen, oder zwei Strahlenbüschel, oder eine Punktreihe und ein Strahlenbüschel 
zu einander projektivisch sein. 

Nimmt man in jedem der beiden zu einander projektivischen Gebilde vier 
einander entsprechende Elemente: 

(1) G+X,H=0, (I) G, + X,H, = 0, 

(2) G + X,H=0, (II) G, + X,H,=0, 

(3) G + X,H=0, (III) G, + X,H, = 0, 

(3) (?+x,£r= 0, (IV) G,+x,n, = 0, 

so ist das Doppelverhältnis der Elemente (I, 2, 3, 4) im einen Gebilde gleich dem 
Doppelverhältnis (I, II, UI, IV) der entsprechenden Elemente im andern Gebilde, 
nämlich: _ 

Y — p-ir — T^ (siehe Erörterung 37). Daraus folgt: 

Bei projektivischen Gebilden — zwei Punktreihen oder zwei Str^hlen- 
büscheln oder einer Punktreihe und einem Strahlenbüschel — haben vier Ele- 
mente des einen und die vier entsprechenden Elemente des andern 
dasselbe Doppelverhältnis, natürlich vorausgesetzt, dass bei Bildung der 
Doppelverhältnisse die entsprechenden Elemente in gleicher Reihenfolge verwendet 
werden, sonst könnten zwei verschiedene, aber demselben System von 6 Werten 
angehörige Doppelverhältnisse auftreten (siehe Erörterung 38). 

Aus der Definition der Projektivität zweier Punktareihen oder Strahlenbfiscbel 
folgt femer der Satz: 

Sind zwei Gebilde (Punktreihen oder Strahlenbüschel) einzeln projek- 
tivisch zu einem dritten Gebilde (Punktreihe oder Strahlenbüschel), so sind 
sie unter einander projektivisch. 

Denn wenn G-\'XH= 0, G^-^-fiE, = 0, G^ + vH^ = die drei Gebilde 
sind, so ist nach Voraussetzung X = r, ^ = r, folglich auch A = /i, was die Be- 
dingung für die Projektivität der beiden ersten Gebilde ist. 

Erörterung 43. Um Punktreihen und Strahlenbüschel in Zukunft mit einem 

gemeinsamen Namen zu bezeichnen, werden wir sie Gebilde erster Stufe heissen. 

Es seien nun zwei Gebilde erster Stufe gegeben. Von diesen können wir 
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zunächst zwei Elemente des einen zweien Elementen des andern zuordnen, also die 
Elemente : 6r = 0, H =: den Elementen G' = und H' = 0. Es sei nun ein 
drittes Element des ersten Gebildes gegeben G-\'Xn=0; diesem soll noch ein 
drittes Element G'-\-X'H' = des zweiten Gebildes zugeordnet werden. Hiezu 
ist nötig, dass zwischen X und X' eine solche Beziehung besteht, dass dem Werte X 
ein und nur ein bestimmter Wert von X' entspricht, oder dass X und X' durch 
eine Gleichung ersten Grads mit einander verknüpft sind, also durch eine Glei- 

chuDg von der Form: X' = ^ , -, dann wird die Gleichung des dritten Ele- 

a-f-ßX 

mentes im zweiten Gebilde: 

G^(a+ßX) + H'{y+dX) = 0, 

wo a, j3, 7, d Konstanten sind. Nun wird aber f ür A = das Element im ersten 

Gebilde: Cr = 0, im zweiten (?' = 0, es muss also G' zz aG'+yfl' = sein, 

oder y = sein. 

Femer muss das Element H dem Element SP entsprechen, oder wenn man 

/^ 

die Gleichung des ersten Gebildes schreibt: — +fl = 0, so muss f ür A = oo 

die Gleichung G'(a+/5 ^) + -ff'« ^^^ = in W = übergehen, oder, da man diese 

Gleichung auch schreiben kann: GM y + z? j+jBP.d = 0, so muss, wenn sie für 

X= (x> in fl' = fibergehen soll, die Grösse ß = sein. 

Folglich ist die Gleichung des zweiten Gebildes nur noch: 

aG' + dXH' = 0, oder: 
G' + ^'Xff = 0. 

a 

Nun bedeutet aber die Gleichung IP = dasselbe Element (denselben Punkt, 
dieselbe Gerade) wie die Gleichung —£P = 0. Es entspricht daher dem will- 
kürlich gewählten Elemente G-\'XH= ein willkürlich gewähltes bestimmtes 
Element G^-^-X'H' = des zweiten Gebildes, oder man kann drei bestimmten 
Elementen eines Gebildes erster Stufe drei willkürlich gewählte bestimmte Ele- 
mente eines andern Gebildes erster Stufe zuordnen. Wählt man aber dann im 
ersten Gebilde noch ein viertes Element 6r ~[-^ir= 0, so ist hiedurch das Doppel- 

verhältüis — = a gegeben, und ist nun 6?' + ^'fl' = das entsprechende Ele- 

ment des zweiten Gebildes, so muss — = a oder p' = — sein; es ist somit / 

und damit das vierte Element des zweiten Gebildes vollständig bestimmt Man 
erhält also den Satz: Man kann drei Elemente eines Gebildes erster 
Stufe dreien beliebigen Elementen eines projektivischen Gebildes 
entsprechend zuordnen, dann ist jedem vierten Element des ersten 
Gebildes ein viertes Element des zweiten Gebildes zugeordnet. 

Oder: 

Zwei projektivische Gebilde erster Stufe sind durch drei Paare 
einander willkürlich zugeordneter Elemente vollständig bestimmt. 

Dieser Satz lässt sich auch so aussprechen: 

Zwei vereinigt liegende Gebilde erster Stufe (Punktreihen auf dem- 
selben Träger oder Strahlenbüschel mit demselben Centrum) sind kongruent, 
sobald drei entsprechende Elementenpaare sich decken. 
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Aufgabe 82. Die analytische Be- 
dingung dafür anzugeben, dass die zwei 
Gebilde erster Stufe: 



G +kH = 0, 
projektivisch sind. 



und 



Auflösung. Sollen die beiden Gebilde 
projektivisch sein, so nhiss jedem Ele- 
ment des einen Gebildes ein und nur 
ein Element des zweiten Gebildes ent- 
sprechen, oder die Parameter X und ^ 
müssen durch eine Gleichung ersten Grads: 

Aiu + aX + 6/* + c = .... 2) 

verbunden sein. Zur Berechnung der 
Konstanten sind drei derartige Glei- 
chungen nötig. Sind also A^iA«!; ^i/'n 
^,, /i, dieParameter dreier entsprechenden 
Elementenpaare, so muss sein: 

Aj ^1 + a Ai + 6 /ij + c = 0, ^ 

Diese drei Gleichungen in Verbindung 
mit der Gleichung 2) dienen dazu, um 
a, by c zu eliminieren, man erhält: 

(^i — ^2) (Aj — A,) {,u^ — fi) (A— Ai) 

[Die Berechnung der Formel 4) aus 
d6m System 2) und 3) siehe in An- 
merkung 78.] 



Anmerkung 7& Die Berechnung von Formel 4) geschieht so: 

Man hat die Gleichungeii: 

A jiA -[-^A- + 5iii +c = 0, 

Ai/ii + aXi + ft^Mi + c = 0, 

As ^3 -|- a A3 -f- ^i^3 "h ^ = ö* 
Durch Subtraktion je zweier Gleichungen erhält man zunächst: 

AjiA— A,^+a(X— Ai) + 6 0t— ^i) = 0, 

Aj/i^— Ajit + a(A3— A) + 6 0*3— m) = 0,. 
A4 /44 — A,/ia+ a (X, — A,)+ 5 (/ij-'/ij) = 0. 
Aus den beiden etsten Gleichungen erhält man:: 

h — (Ajti -- A| ju,) (A3 — A) — (A 3 fii —kfn) (A — At) 
"" (A--AO(/is-/i)~(A;-A)(/.-^J "• 
Diese Ausdrücke in die dritte Gleichung eingesetzt geben: 

(Ai/*i — A, ^#2) (A—Ai) (/li,—/*) — (Aj jUi — Aji«,) (A3— A) (/1 — /I1) 
+ (AjA<8~A^) {fi—fii) (Ai— Aj) — (Aju— AijUi) (/ij — /*) (Ai— Aj) 
+ (A^ — A,/i,) (Ai— A)(iiii— /i,) — (Aijuj— A/a) (A— A,) (jn — fij) 



a = 



= 0. 
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Ordnet man hier nach den Potenzen und Produkten von X, Xp Xj, ^.3 so erhält man: 

+ /Ul (iUi — iUj) — iti Ol — iUi) — ^ (jUj — JU) — 1/ (jUi — jUj)] 
+ A^2[— iU2(ü3 — JU) — jU2(/i — ^4)+iu(ili-- /ii)+iu(iU3— /i)] 

4-XX3 [iu(/ii— ill2)— /^jO^I— i^2)]+^l'[— it*lC"3— iW)+Ml(iW3 — /^)] 

+ ^l ^[+iW2(/is— /U) — iU| (mj — ^)] +^1^3 [— iUi(u— iUi) +^3 (."— /*l) 

— /<lCUi — iU2)+ilA3(iUl — iUj)]+X2*.0 + X2A3 [jU, 0* — /^l) — A'i (i^ — /^l)]+^3'-Ö= ö, 

oder: 

XXi (/ij— iU2) (iUi — m) +^ ^2 0*3 —/*l) (i^ — /*?) +^^3 0*1 — A*.') C"— /*s) 

+ ^1^2 0*3 — A*) 0*2— "i"l)+^l^»0*— it*2) 0*3— /*l) + ^2^3 C" — i"l) 0*2 " /^s) = ^i 

aber : 

(i»*3— i"l)0* — i^a) =— iltilii+^il«3+^<lA*2 — i^2M3 =—/*/*! + . «.t*2 + .«*l f'3 

^2iWs— /l*.«2+.UiU3+A*l^2 — iUlMi =— /*0*l--/*2)+/*3(iUl— .«2)— i^O'2— .«a) 

+ /iii 0«2— /^j) = 0*i~-/*2) (m3 — A*)4- (^2 — Ms) 0*1 — A*)^ 

Dalier ist der obige Ausdruck: 

X Xi (fii—fi^) (/*— iUi) + XA2 (jui— iUj) (//,— -/i) -— AAj 0*2— iwj) 0*— i"i) 

XX2 0*1 --i^2) (jUS — m) — ^1^2 (jUi — 1^2) 0*3 — /*) +^1^3 O'l — J"2) (/i3 — aO 

— ^1^3 0*2-/13) 0* — /*l)+^2^3 0*2 -"/*3) 0*— /*l) = 0; 

oder : 

("l — i«*2) C«3 — A*) (^^2 — ^^a — ^i ^2+^1 ^) 

— (ii*2 — A*3) (.«* — i«*i) (— ^^i +^^2 +^i^ — ^2^ = 0; 
oder: 

0*1-— iW2)(w3— /0(A2 — A3)(A — Xi) — 0*2— /*3)0* — /*l)(^l — ^2)(^3 — ^) = ^' 



Erörterung 44. Wenn ein Strahlenbüschel und eine Punktreihe in solcher 
Beziehung zu einander stehen, dass jeder Strahl des Büschels durch einen ihm 
entsprechenden Punkt der Punktreihe geht, so sagt man: Punktreihe und 
Strahlenbüschel sind in perspektivischer Lage. Es ist zu untersuchen, 
ob eine solche Lage zweier projektivischen Gebilde erster Stufe überhaupt mög- 
lich ist, und was die notwendige und ausreichende Bedingung dafür ist. 

Es seien (? = und JET = die Glei- Es seien G = und fi^ = die Glei- 
ehungen zweier Punkte, so ist chungen zweier Strahlen, so ist 

G + xn=o G+XH=0 

die Gleichung irgend eines Punktes der die Gleichung irgend eines Strahls des 

Punktreihe. Es seien nun x^ und y^ die Strahlenbüschels. Es seien nun % und 

Koordinaten eines ausserhalb der Punkt- t?^ die Koordinaten einer nicht dem Büschel 

reihe gelegenen Punktes; man denke sich angehörigen Geraden; man denke sich 

diesen mit dem Punkte G-\'XH= diese mit dem Strahl G-^XH = 0, oder 

oder ausführlich: ausführlich: 

{aU'\-bv + c)-{-X(a,u-{-\v-^c,) = {ax-{'by + c)-\'X(aiZ-\'\y-^c^) = 

verbunden, dann sind nach Erörte- des Büschels zum Schnitt gebracht, so 
rung 29 die Koordinaten des Punktes sind nach Erörterung 27 die Koordinaten 
G^XH= 0: der Geraden G + XH=0: 



X 
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folglich ist nach Erörterung 8 die Glei- folglich ist nach Aufgabe 53 und Er- 
chung der Verbindungsgeraden: öiterung 29 die Gleichung des Schnitt- 

punktes: 

_+ j;« (6 + i-^, ) - y,, (t t + Ao.) ^ ^ +"o(& + ^^) — f,(a + Aat) ^ 

c + A c, c + A c, 

oder: oder: 

•cbo(c + Ac.)-(6 + A&,)] «[v^(c_|_Uj_(6_(_Uj] 

— »[««(c + Ac,) — (a + Aa,)] — f[»,(c + Ac,)-(a + Aaj] 

+ x„ (6 + A6,) — y„ (a + Att.) = 0, + «„ (6 + A&,) — »„ (o + Aa.) = 

oder: oder: 

[a;(y„c — 6) — 2/(j;^c — a) + j;„6— y„o] [m(«o c- 6) — »(m„c — o)+Mo 6 — »»a] 

+ A [-cCy« c, - 6,) — y(.r, c, — a,) + A [«(»„ Cj — &,) — »(«„ c, — Oi) 

+ 'P..^— y«a,] = 0, 5) +M,6,— », a,] = 0, 5) 

oder abgekürzt: oder abgekürzt: 

ilf+Ai^=0. JIf+AJV=0. 

Nun sind aber die Geraden M=(i Nun sind aber die Punkte Jf = und 
und JV= oder: ^= o oder: 

4.-|)-»(x.-°) .(,_i)_„(.._i) 

nach Erörterung 8 die Verbindungsgeraden nach Aufgabe 53 und Erörterung 29 die 
des Punktes x^^ y^ mit den Punkten Schnittpunkte der Geraden Mq, ^o ™^^ 

( — , — j bezw. 1 --, - - ) d. h. mit den den Geraden (— , — j bezw. (— , --K 

Punkten G = und fif = 0. d. h. mit den Geraden G = und 5 = 0. 

Die Gleichung 5) stellt also einen Die Gleichung 5) stellt also einen 
Strahl eines Strahlenbüschels dar, welcher Punkt einer Punktreihe dar, welcher zum 
zu der Punktreihe G -f X fl" = projek- Strahlenbüschel G + X fl = projek- 
tivisch ist, weil dem gleichen Parameter \ tivisch ist, weil dem gleichen Parameter X 
in den Gleichungen von Punktreihe und in den Gleichungen von Strahlenbüschel 
Strahlenbüschel entsprechende Punkte und Punktreihe entsprechende Strahlen 
bezw. Strahlen zukommen. bezw. Punkte zukommen. 

Man sieht also, dass einePunktreihe und ein zu ihr projektivisches 
Strahlenbüschel perspektivisch liegen, wenn drei entsprechende 
Elemente beider Gebilde vereinigt liegen. 



^ 
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Oder: 

Verbindet man die Punkte einer Schneidet man die Geraden eines 
Punktreihe mit einem ausserhalb Strahlenbüschels durch eine nicht 
ihr liegenden Punkte, so bilden die durchs Centrum gehende Gerade, 
Verbindungsgeraden ein zur sobildendieSchnittpunkteeinezum 
Punktreihe projektivisches Strah- Büschel projektivische Punktreihe, 
lenbüschel. 



Aufgabe 83. Ein Strahlenbüschel und 
eine zu ihm projektivische Punktreihe Auflösung. I. Soll die Punktreihe 



in perspektivische Lage zu bringen. 

Figur 61. 




Figur 62. 




G* (Figur 61), welche durch drei Punkte 
^\ &'» c' gegeben ist, mit dem Strahlen- 
büschel {Ay jB, G) in perspektivische 
Lage gebracht werden, so ziehe durch 
den Punkt 6" auf Strahl B di e beli ebige 

Gera de Q*\ mache auf ihr 6"a" und 

6" c" gleich und gleichgerichtet mit V o! 

und V c\ ziehe durch a" und c" die Pa- 
rallelen zu B^ welche Ä bezw. in a'" 

und c'" treffen, ziehe a'**c"\ welche 
Strahl B in V schneidet und mache 

auf ihr 6'" a"" gleich und gleichgerichtet 

mit b"a'\ ziehe a"'*ai parallel B bis 
zum Schnitt mit Strahl Ä^ ziehe a^ &^ pa- 
rallel a'^'i'", welche Strahl C in c^ schnei- 
det, so ist a^, &^, c^ eine Punktreihe, 
welche zum Strahlenbüschel o (J., jB, C) 
perspektivisch liegt und zu a\ b\ & pro- 
jektivisch ist, denn wegen der Parallelen 
a"a''' und &'c"' ist: 



a**V':V'&* = a*V:V& = 



wegen der Parallelen o"" c'" und a^ c^ ist : 



daher : 



aber: 



a'"i'":6'"c'" = a,h,:h,c,. 



a* V :b* & = a^ \ :hy Cj , 



a, \ = a""6'" = a'6', 

folglich auch: 

b^ c^ = V c\ 

II. Soll das Strahlenbüschel o (A, B, G) 
(Figur 62) zu der Punktreihe a\ b\ c*^ 
auf dem Träger G in perspektivische 
Lage gebracht werden, so beschreibe 

über den Strecken a*V und V& Kreis- 
bogen, welche die Winkel AoB bezw. 
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^fj^l- 19*- ?iese Aufgabe ist entnommen jj^^; ^jg Peripheriewinkel fassen und 
aus Vonderhnn, Lehrbuch des Frojektionszeich- i 1. • j • u "7~7 

nens, dritter Teil, erste Hälfte. einan der m schneiden, ziehe a, 

0^6'', öV^ so bilden diese das gesuchte 
Strahlenbtischel, denn: 

2j: b'oc' =<JBoa 



Erörterung 45. Durch Erörterung 44 und Aufgabe 83 ist nachgewiesen, dass 
zwei verschiedenartige projektivische Gebilde erster Stufe in perspektivische Lage 
gebracht werden können. Dasselbe kann aber auch mit zwei projektivischen 
Punktreihen oder mit zwei projektivischen Strahlenbüscheln geschehen. 

Zwei projektivische Punktreihen Zwei projektivische Strahlen- 
heissen perspektivisch, wenn die büschel heissen perspektivisch, 
Verbindungsgeraden entsprechen- wenn die Schnittpunkte entspre- 
der Punkte durch einen Punkt, das chenderStrahlen auf einer Geraden, 
Centrum derPerspektivität, gehen. derAchse derPerspektivität,liegen. 

Zwei perspektivisch liegende Gebilde nennt man auch centrisch-collinear 
und spricht deshalb vom Collineationscentrum und von der Collineations- 
achse. 



Aufgabe 84. Zwei projektivische 
Punktreihen in perspektivische Lage zu 
bringen. 

Figur 68. 




Auflösung. Die Punktreihen seien 
(a, 6, c) auf Träger G und (a', b\ c') 
auf Träger G\ Man verschiebe und 
drehe den letzteren so, dass Punkt a' 
mit dem ihm entsprechenden Punkte a 
des andern Trägers zusammenfällt, also 
die zweite Punktreihe in die Lage a^ , 61 , c^ 
kommt. Verbinde dann die entsprechen- 
den Punktpaare 6, b^ und c, c^, die Ver- 
bindungsgeraden schneiden einander in & 
Ist nun d irgend ein vierter Punkt der 
ersten Punktreihe, so giebt Sd auf der 
zweiten den entsprechenden Punkt dp 
denn da in a die zwei entsprechenden 
Punkte a und a^ zusammenfallen, so ist 
nach Erörterung 44 jede der beiden 
Punktreihen perspektivisch zu dem Bü- 
schel S (a, 6, c, d), jedes der Doppel- 
verhältnisse (a^, &t, Ci, dt) und(a, 6, c,d) 
ist gleich dem Doppelverhältnis der Strah- 
len Sa, Sb, Sc, Sd. 



Aufgabe 85. Zwei projektivische 
Strahlenbüschel in perspektivische Lage Auflösung. Drehe und verschiebe 
zu bringen. das Strahlenbüschel 0' (A.\ B\ C) so, 
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Figur 64. 



dass der Strahl C in den entsprechenden 
Strahl C und o' irgendwo auf o C, etwa 

nach o" fällt^ dann kommt 
das Strahlenbüschel o* {A\ 
B, C) in die Lage o" {Ä'\ 
jB", C% Schneiden nun 
die entsprechenden Strah- 
len oÄ und o"J." einander 
in a, J? und o" jB" in 6, 
so ist a b die GoUineations- 
achse, auf welcher irgend 
zwei entsprechende Strah- 
len einander schneiden müs- 
sen, denn wenn (in der Fi- 
gur nicht gezeichnet) c der 
Schnitt der Achse mit dem 
gemeinsammen Strahl o o" 
wäre, femer d irgend ein 
ErkL 105. Aufgaben über projektivische vierter Punkt der Achse, SO wäre nach 

Punktreihen und Strahlenbüschel sind zahlreich Erörterung 44 jedes der Doppelverhält- 

!??i^^^J?/''^?f^^^^^ Lehrb.d/Projektionfl. ^^^^^ ^j^j. Strahlen oa, ob, oc, od und 

o"a, o"6, o"c, o**d gleich dem Doppel- 
verhältnis der Punktreihe a, &, c, d. 




Zeichnens, III. Teil. 



Anmerkung 70. Ans den vorstehenden Aufgaben folgen zugleich die Sätze: 

Wenn der Schnittpunkt der Träger zweier Wenn die Verbindungsgerade der Centra 

projektivischen Punktreihen sich selbst ent- zweier projektivischen Strahlenbüschel sich 

spricht, so sind die Punktreihen perspekti- selbst entspricht, so sind die Strahlenbttschel 

viscb. perspektivisch. 



Erörterung 46. Sind zwei projektivische Punktreihen in allgemeiner Lage 
gegeben, so werden die unendlich fernen Punkte beider Punktreihen einander im 
allgemeinen nicht entsprechen; dem unendlich fernen Punkte der Punktreihe 
G + XH=0 möge der Punkt K' der Punktreihe G' + ^-ff = 0, dem unendlich 
entfernten Punkte der Punktreihe G^-\'lIP = möge der Punkt J der Reihe 
G-\-XH = entsprechen. Dann müssen, wenn man mit K den unendlich fer- 
nen Punkt der ersten, mit J' den unendlich fernen Punkt der zweiten Punktreihe 
bezeichnet, im Falle der Projektivität die Doppelverhältnisse (J., J5, K, J) und 
(A\ B\ E!^ J') gleich sein, oder: 



JA K'A' 



JB K'B 



KA J A 
KB JB 


K'A' 
K'B 

-, aber 


J' A' 
' J' B'' 
KA 
KB 


oder: 


KA J' A' 
KB J' B' 


J' A' 
J' B 


J B 
JA 


K'A' 
K'B 


oder: 




J A.K' A 


' = J B.K'B 


• . 



-%-, also: 



6) 

oder mit Worten : Das Produkt J A.K' A' hat für alle Paare der entsprechenden 
Punkte einen konstanten Wert. 
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Diese Punkte J und K\ welche den unendlich entfernten Punkten der 
andern Punktreihe projektivisch entsprechen, nennt man die Gegenpunkte 
beider Punktreihen. Man kann also sagen: Das Produkt der Abstände 
zweier entsprechenden Punkte von den Gegenpunkten ist bei projek- 
tivischen Punktreihen konstant. 



Aufgabe 86. Die Gleichungen zweier 
projektivischen Gebilde seien: 

J. -f A. J3 = Auflösung. Sollen die beiden Ge- 

C + u D = ^^^^^ projektivisch sein , so müssen die 

' Parameter X und fi nach Aufgabe 82 

Die Gleichungen derselben auf eine durch eine Gleichung: 

solche Form zu bringen, dass entsprechen- ^ i /, , i i * __ a n\ 

denElementenbeiderGebilde der gleiche «'^'* + ^^ + y'' + ^ — ^ ... 7) 

Parameter zukommt. verbunden sein. Durch Vergleichung 

der Koeffizienten von Xju, X, /i in der 
Entwicklung der Gleichung 4) von Auf- 
gabe 82 erhält man: 

« = (^i — ^) 0*2 — ^$) — (mi "^ fh) (^ — ^3) 

ß = —i^'iiK'-^)(j'2 — t^z) + /'$ (ßt — A'2) (^2 — ^3) 

}' = — ^3 (K — ^)(t*2 — f*t) + K (ßi — /^2)(^ — ^) 

Die Gleichung 7) liefert für: 

£rkl. 106. Dividiert man Gleichung 7) durch ^ 
i und ju, 80 erhält man: A = den Wert: ju = , 



8) 






«i+/»-^ + y+-?- = o, , „ ß 



a 



afi + ß + y^ + ^ = 0; ^ 

l&BBt man u = 00 werden, so wird — = — = 0, 



» » ^ — ^ » »> » "T" " — y — ^* 



a 

Es gehören somit folgende Paare ent- 
sprechender Elemente zusammen: 

^Ä = und rG—öD = 0, 

B = \miaC—ßD = 0, 

ßA—öBz=:0 und (7=0, 

aÄ — yB=0 und D = 0. 

Unter den zusammengehörigen Ele- 
mentenpaaren sind auch solche, welchen 
der gleiche Parameter zukommt, wenn man 
diesen aus der quadratischen Gleichung: 

bestimmt. Sind Aj und X^ die Wuneln 
dieser Gleichung, so sind: 
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Ä-\'X,B=0 und G-^X, D = 0, 
ebenso : 
^ + A, 5=0 und (7 + A,D=:0 

Erkl 107. SoU die Gleichung: zusammengehörige Elementenpaare. 

Es sollen nun die Gleichungen der 
(Ä + x^B)'--j^'k{Ä + x^B) = o Gebilde so umgeformt werden, dass diese 

^ letzteren ElementeGrundelemente werden, 

myC-JJ[) = übergehen, so mass sein: dann werden, da diese einander entspre- 

1 _ A jfe = ^ y oder x,^x,h = gyx, ^5^°' ^*,^^ Erörterung 42 die Gleichungen 

^2 -^ i V ^ 2 2Ll\ev entsprechenden Elementenpaare je 

x^—Xik = — ^ <y, also : mit dem gleichen Parameter hergestellt. 

^1 (1 — fe) £_ ^^^. Daher sind die Gleichungen entsprechen- 

Xj — iik yXj der Elementenpaare: 

yx,x,{i^k) = <rA,fc-<rx,. (Ä + X,B) + ^(Ä + X,B) = und 

Aber ans der quadratischen Gleichung 9) folgt : (C-^X n\4- h (T-l- X^ TTi ft 

^i ^2 = ~» folglich: WO k eine Konstante bedeutet; um die- 

Y^ M IX »Ml. X j ^®^^® ™ bestimmen, ist zu bedenken, 

-— (1 - Ä) = J (Aj fc - ij) oder: ^j^g ^^j^jj ^jj^ ^j^g^^ Gleichung in ^ = 

7(1 — Ä;) = «(iiÄ; — Aj), oder: sich verwandelt, was der Fall ist, wenn: 

y-H A20 = ÄCy + A^a), oder: n 1 -» /x 1 ^1 

, . Ai+^Aj =0 oder: /i = — ^ 

_ ^2«4- y l I f- T ^ ;^ 

ist, die zweite Gleichung inyO— dD = 
übergehen muss. 

Es findet sich (siehe Erklärung 107): 

Ä = f^ 10) 

X^a + r 

Setzt man daher: 
Ä-i-X.B^Ä', Ä + X^B = B' ^ 

so werden die Gleichungen der beiden 
projektivischen Gebilde: 

Ä'-{- liB = \mi a + tiJy = 0. 12) 



Aia-l-y 



Aufgabe 87. Die analytische Be- 
dingung dafür anzugeben , dass zwei Auflösung. Man denke sich die Glei- 
gleichärtige projektivische Gebilde erster chungen der beiden Punktreihen oder 
Stufe perspektivisch liegen. der beiden Strahlenbüschel nach Auf- 

gabe 86 auf solche Form gebracht, dass die 
Grundelemente einander entsprechen, also 
durch gleiche Parameterwerte einander 
zugeordnete Elemente bezeichnet sind, 
dann seien die Gleichungen beider Gebilde: 

A-^XB ^ 0, Ä' + XB = 0. 
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Erkl. 108. Zwei gleichartige projekt>vische Sollen die Gebilde perspektivisch liegen, 
Gebilde sind perspektivisch, wenn das gemein- so muss das beiden gemeinsame Element 
same Element sich selbst entspricht (siehe An- (^Iso bei zwei Punktreihen der Schnitt- 
raerkung 7yj. ^^^^^ .j^^^^ Träger, bei zwei Strahlen- 

büscheln die Verbindungsgerade ihier 
Centra) sich selbst entsprechen, es muss 
also sein: 

Sind nun 

«1 ft y; «11 1^11^1 

die Koeffizienten der variabeln Koordi- 
naten in den Gleichungen: 

4 = 0, J5 = 0, A' = 0, B = 0, 

so muss sein: 

6 + U, = ^(/? + XA), 
c+^c, = ß(y + Ay,); also: 

Q = ^T/ ' » folglich: 

y + ^/i 

oder wenn man nach Potenzen von l 
ordnet: 

ErkL 109. Wenn die beiden Gleichungen 13) ^ r ^ i .... 13) 

nebeneinander bestehen sollen für einen be- jp'X^-f" ö'^H"*'' = ^» ) 
stimmten Wert von X, so ist: 

' wo: 



also: 






X' = .i-Ü^T 5' ^ 



ff =« yi — a Ci + öti7 — a^C, 
F9^-1>V r = a y — « c, 1, . . . Ui 

Daher muss sein: ^^'-^^'^' ff' = & ^t"^ C,+5,y-^,C, 



oder: 



\PQ:-^'i/ - V2'~i>'3' Sollen also die beiden Gebilde per 

spektivisch liegen, so mtlssen die beiden 
[jy r' — ly ry = (i> fi' — i)' q) {q r' — a' r). Gleichungen 13) eine gemeinsame Wurzel 

haben. 
Diese Bedingung ist erfüllt, wenn: 

dir' — p'ry — (gr' — g'r) 

(pq'—p'q) =^ 15) 

ist (siehe Erkl. 109). 
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Aufgabe 88. Die analytische Be- 
dingung dafür anzugeben, dass ein Auflösung. Die beiden Gebilde seien 
Strahlenbüschel und eine zu ihm projek- auf entsprechende Elemente als Grund- 
tivische Punktreihe perspektivisch liegen, elemente bezogen, so dass also ihre Glei- 
chungen seien: 

Punktreihe : 

.1 + XB= 0, 

oder ausführlicher: 

(aH-\-bv-^c)-\-X(a^u-\'h^v-^c^) = 0. 

Strahlenbüschel : 

C+;iD = 0, 

oder ausführlicher: 

Die Koordinaten eines Punktes der 
. . Punktreihe sind also: 

a-{-Xa^ b-\-Xbi 

Die Koordinaten des entsprechenden 
Strahls im Büschel: 

r + ^Yi' y + ^yi 

Sollen diese vereinigt liegen, so muss 
sein: 

(a + Xa,){a + Xa,) + {b + Xh,)(ß + Xß,) 
+ (cTi-Ac,)0+-Ay,) = 0. 16) 

Die beiden Gebilde liegen aber nur 

-,,, ^^^ „ r.,*'. ,, . dann perspektivisch, wenn drei Punkte 

GÄJi°i7)^tr'Ä'v%^-Se der Beihe.auf den entsprechendenden 

mit i, Aj5- A, Aj», die dritte mit AiU^-A^ A,» Strahlen hegen; folghch müssen folgende 

nnd addiere, bo wird der Koeffizient Ton p: drei Gleichungen bestehen: 

der Koeffizient von g: . pA, '+ 3A3 + r = 0, [ . . . . 17) 



P^' + ih + r^O, 



AiA^AjCA^ — A, + A,— A4+Ai-.A.) = 0, 

der Koeffizient von n 

;L»a, a 13 -L3 la 3 2 j _l 3 2 j 321 WO p, 3, r die Koeffizienten von X\ X^ 



— AiAjAj + Aj'Aj+Ai'A, — Aj»Ai 



und X® in der Entwicklung der Glei- 
chung 16) sind, also: 



+ AiAjA, — A^A3« + A,»Ai— Ai«A3 == P = ^i«i + \ ßi -^ (^ih \ 

A^(A,Ä,+Aj«-A,Aj-AiA3) " g = a flf^ + a, a +6^ j3 ( 

-A,(A,A,-A3Ai + A,«-A,A,) = + *i i» +C y^+C,yA' 

h [h (^2 — ^i) — ^i (^ - ^i)] r =a a -^b ß -^c y. f 

— A, [Aj(A2 — Ai) — Ai(A2 — A,)] = Das Nebeneinanderbestehen der drei 

— (Aj — Aj) (A, — Ai) (Aj — A,). Gleichungen 17) ist aber nur möglich, 
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Nun kann aber, wenn l^, A,, Xj verschieden wenn SOWOhl p = als 2 = 0, alSf=0 
sind, dieser letztere Ausdruck nicht gleich Null oder* 
werden, also muss r = sein. * 

Nun ist also : öt^ a^ -j- i^ ß^ -f- ^i 7i = 0, 

l>^i' + 2^i =0, oder i)Xi + g = 0, a a^-^ a^a -\-bß^ 

i>V + 3^2 = 0, oderp^ + 2 = 0. ^h,ß +Cy,-^C,y = O/ ' ' * ^*^ 

Daraus folgt p (k^ — ;^) = 0, sind AjundA*aa+6/J+Cy =0 

verschieden, so kann A^ — A. nicht gleich Null 
«ein, daher muss p = sein, folglich auch g = 0. (siehe Erkl. 1 10). 



Aufgabe 89. Die Gleichungen der 
Oegenpunkte zweier projektivischenPunkt- Äuflösang. Die Gleichungen der bei- 
reihen aufzustellen. den Punktreihen seien: 

« wobei für X und ß nach Aufgabe 82 die 

Bedingung existiert: 

aA/u + 6X + Ciu + (i = 0, • . . 20) 

wobei man durch Entwicklung der Glei- 
chung 4) in Aufgabe 82 findet: 

O = (^1 — /'i) (^ — ^s) — (^1 — ^) (iWj — f«i) 

^ = — ^'i O'i — ^jX^ — ^s) + /'i (K—K)(fh — f^i) 
c = — 

d 



= ^i A*i O'i — /'j) (^ — ^) — ^ i^i (^1 — ^) ißt—i^i)' 



21) 



Xrkl. 111. Setzt man ^^^ unendlich fernen Punkte beider 

(A — A w — ) Punktreihen erhält man nach Anmer- 

)- wT— rf = ^f kung 66, Gleichung 22), wenn man den 

KHi —hl) \H — h) Parameter = — 1 setzt 
uo wird die Gleichung 4) von Aufgabe 82: Folglich entspricht dem unendlich 

ihi "- A^) (^ — ^i) _. ^ fernen Punkte der ersten Punktreihe ein 

(^j — ^) (a* — A^i) ' Punkt, für welchen: 

^me Gleichung, die an SteUe Ton Gleichung 20) _ ^j. / _ J -i. o ii' + rf = oder: 
treten kann. Für ju = — 1 ist dann: '^ v-r-v^-r** 



^'-^i - 1+i^i 



w, woraus: M = 



, 6 — rf 



, , JL+LffL« ist also der Punkt: 

'- l-4±^« ^+-f4-^ = 0. 22) 

Für X = —1 wird: ebenso entspricht dem unendlich fernen 



* — ^ = 1 T? *»> woraus: , 



* l + ^i*" 

Dieselben Ansdracke erhält man, wenn man 
in 22) und 22 a) die Werte 21) einsetst 



Punkte der zwdten Punktr^ie der Punkt: 
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Erörterung 47. Wenn in beiden projektivischen Punktreihen die unendlich 
fernen Punkte einander entsprechen sollen, so muss gleichzeitig ;i = — 1 und 
fi = — 1 sein. Dies in Gleichung 20) eingesetzt, giebt als Bedingung: 

a — b — c + d = 23) 

Um die geometrische Bedeutung davon zu erkennen, benützt man am besten 
die Gleichung 4) von Aufgabe 82, indem man dort gleichzeitig >l = — 1 und 
^ = — 1 setzt, dann wird: 

(l+X,)(l + /i3) _ a.-^)(M»-/i 3 ) ^ , , 

(l+X,)(l+;iJ -(X,-X3)(^,-;.J ^^^ 

Diese Gleichung gilt, was auch die zusammengehörigen Werte von X, und /u, 
sein mögen, man kann sie also, wenn man ;i^, jui, A,, ^3 festhält, auch schreiben : 

oder mit Berücksichtigung von Erörterung 36 und der folgenden Aufgabe 90: 

-_^^- : ^=r = konst 25) 

2 3 um ^ 

Da Punkt 2 willkürlich ist, kann man ihn in unendliche Entfernung fallen lassen, 
wodurch auch U in unendliche Entfernung rückt. Dann wird der linke Teil von 
Gleichung 25) = 1, also auch die Konstante = 1, d. h. in solchen Punktreihen 
haben entsprechende Strecken das gleiche Verhältnis. Man nennt solche Punkt- 
reihen ähnlich. Es besteht somit der Satz: Wenn in zwei projektivischen 
Punktreihen die unendlich entfernten Punkte einander entsprechen, 
so sind sie ähnlich, d. h. entsprechende Strecken haben das gleiche Verhältnis. 



Aufgabe 90. Es soll die geometrische 
Bedeutung der in Aufgabe 82 aufgestell- Auflösung. Die Gleichung 2) oder 4) 
ten Bedingung der Projektivität zweier in Aufgabe 82 kann man schreiben: 
Gebilde erster Stufe nachgewiesen werden, n ^ „ , 2 _ 2 „ 

^ ^1 . Hl Mi ^i ^ , Hi A|[^^ 

Nun bedeutet nach Erörterung 36, 

T T? r T> 1 ♦ -v. ^^^^ ™*^ ^® d®^ Parametern ^i , X, , X, , A 
1. i^ ür i'unktreilien. entsprechenden Punkte der einen Punkt- 
reihe mit 1, 2, 3, 4, die den Parametern 
ßi 1 /'2 1 /'s 1 M entsprechenden Punkte der 
andern Punktreihe mit I, II, III, IV be- 
zeichnet, die Grösse ^ — r^ nichts ande- 
rs ^1 
res als: 

2a la 



2b 1 b 



Sa la 



Sb Ib 

wo a und b die Fundamentalpunkte 
sind, also: 
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X^—h. — 2a. 1 &— lg. 26 36 
^s — ^i "" 3a . 16 — la . 36 ' 26 

ErkL 112. Unterscheidet man auf der Ge- Oder (siehe Erklärung 112): 
raden positive und negative Bichtong, so ist stets: 

Tä = r2+2ä, folglich: 

2ä . 16 = (fä — 12) n, also: 

2a.n— rä.2S==Tä(n — 2*) — 16.12 

= Ta. 12— Tb. 12, 

= (lä — U) . f2, 

aber: __ 

la + a6 = 16, also: 

2ä . 16 — lä . 26 = 06.12. 

Ebenso wird: nnd wenn er, ß die Fundamentalpunkte 

3^ . 16 - fä . 36 = 1^6 . rS. der zweiten Reihe sind: 



Aj \ 


ab. 12.36 


K-K " 


aÄ. 13.26 


Ebenso wird: 




Aj Aj 


a6.12.l6 


Aj Aj 


a6.32.36' 


X, X 


a6.41.16 


Aj — ;i ~" 


a6.43.36' 



IL Für Strahlenbüschel. 



Erkl. 113. 

m 2a = 8in(la — 1 2) 

= sinla €08 l« — C09 1 a sin 1 2, 

«fn26 = 8in{lb — 12) 

= sin 1 6 CO« 1 2 — cos 1 6 sin 1 2, 
also: 

ain 2a sm 1 6 — «in 2 6 Mfi 1 a = 

«in 1 a <tn 1 6 CO« 1 2 — cos 1 a «in 1 6 «in 1 2 

— «tn 1 6 «in 1 a CO« 1 2 4- <!0^ 1 6 «»n 1 a «tn 1 2 

= «in 1 2 {sin facoslb — co« fa sin 1 6) 

= sin 1 2 «in (1 a — 16) = sin 12* «in a 6. 



U2 — jWi aß •III. Iß 



^i — f^ 
^i — l^ 



aß.IYI.Iß 

ä^.fvm.rä^ 



Folglich wird die Gleichung nach Weg- 
heben der gleichen Faktoren: 



12 14 



in iiv 



32 34 Hill miv 



26) 



■ d. h. die Doppelverhältnisse von 4 El^ 
menten sind einander gleich. 

Ganz analog wird der Nachweis für 
Strahlenbüschel, wenn man einfach die 
Strecken durch die Sinusse der Winkel 
' ersetzt. 

So wird z. B. : 

^n2a ^'n la 



A, — X^ m 2 6 

Aj A, 



sinl b 



^n2a ^n3a 
sin 2 b sin 3 b 



5m 2a. sin 16 — stn2b'Sinla si»3ö 
sin2a'SinSb — sin2b'SinSa sinlb 

sin 12 .sin ab sinSb 

7=57 u. 8. w. 



sin 31. sin ab sin 1 b 



Preisgekrönt in Frankfurt a. H. 1881. 

Der ausführliche Prospekt und das ausfBhrliche Inhalts- 
Yerzeichnis der „ToUständig gelösten Anfgabensammlimg * Ton 
Dr. Ad. Kleyer** kann Ton jeder Bnckhandlnng, sowie Ton der 
Verlagskandlnng gratis und portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist anfgeschnitteD und gat brochiert um den sofortigen oad dauern- 
den Gebraoch sn gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält sein besonderes Titelblatt, Inhaltsirerzeichnis, BerichtSgongen 
und Erklänmgen am Schlosse desselben. 

8). Anf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 8—4 Hefte zo dem Abonnementapreise von 86 Pfg. pro Heft 

6). Die Beilienfblge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten IhhaltSTer- 
leichnls ist, wie ana dem Prospekt eraiöhtlioh, ohne Jede Bedeutung 
filr die Interessenten. 

6). Das Werk enthalt AUea, was sich flberhaopt auf mathematische ^^ssenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formehi imd Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben ond vielen Tortrefflichen Figoren. 

7). Das Werk ist ein praktiaohea Itehrbuoh für Sohfiler aller Sohutoi, das 
beste Handbuoli für Lehrer imd Examinatoren, das Torsfiglioliste Lebrbuok 
mm Selbatetudium, das Tortrefflioliste Naohsohlagebuoh fttr Fachlei^te ond 
Techniker Jeder Art 

8). Alle Bnchhandlnngen nehmen Bestellangen entgegen. 



Das vollstlndige 

Inhalt syerzeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Bachhandlang bezogen werden. 



Halbjahriich erscheinen Nachtrige Über die inzwtochen neu erschienenen Hefte. 



Dmck TOB Oarl Hammer la Statigart. 
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Analytische Geometrie der Ebene. 

Erster Teil. 
Analytische Geometrie des Punktes und der Geraden. 

Nach System Kieyer bearbeitet von Professor H. Cränz. 

Forts. V. Heft 1058. — Seite 209—224. Mit 9 Figuren. 

Inhalt: 

ProjektiTifohe Panktreihen und Strahlenbnachel. — Harmonische Punktreibra tind Strahlenbüachel. — 

YoUetandiges Viereck and Vierseit. 
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Preisgekrönt in Frankfart a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Ihetei Werk, welchem kein ihnllchee lar Seite steht, erscheint monatlich in 5—4 
Heften in dem blUifen Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik^ Physik, 
Meehanlk, math« Geographie^ Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, ElBenhahn-, 
Brfleken- nnd Hoehbanes, des konstroktlTon Zeiehnena etc. etc. und iwar in TOllstiBdig 
gelöster Form, mit fielen Figuren, Erklftrungen nebst Angabe und Entwlekeling der 
benntiten Sitae, Formeln, Regein in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lümn 
jedermann Terst&ndlich sein kann, beiw. wird,* wenn eine grOssere Aniahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in Ihrer Gesamtheit ergftnien und abidann auch aUe 
TeUe der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbstftndigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anliang Ton nngelUsten Angaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bexQglichen gelösten Aufgaben) des StndierendeD 
aberlassen bleiben, und mgleich Ton den Herren Lehrern fftr den Schulunterricht benotit 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden sp&ter in besonderen Heften fflr die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhnltaTeneieh- 
als, Berichtignngen und erl&ntemde Erklftrungen über das betreffende Ki^itelaur Ausgabe. 

Das Werk behandelt sun&chst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwiflses- 
schaftllchen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen L nnd IL Ord., gleleli< 
berechtigten höheren Bttrgerschnlen, PrlTatschulen, Gymnasien, Realgymnaaien, Pr** 
gjmnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, BangewerkschiüeB, 
Mwerbeschnlen, Handelsschulen, techn. Yorbereltungssehnlen aUer Arten^ gewerbliche 
Fortbildnngssehnlen, Akademien, ünlTersltaten , Land^ nnd Forstwlssenschaflsscholei, 
Mliitftrsehnlen, Yorbereltunga-Anstalten aller Arten als a. B. für das Eii^ftlirig-Frei« 
wiUige- nnd Offliiers-Examen, etc. 

Die Schiller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, techmachen und 
üatnrwissenschaftlichen F&cher, werden durch diese. Sehritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung bnmerwfthrend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird, ihnen hiermit der Weg zum nnfehlbaren Auffinden der Lösungen de^ 
Jenigen Aufgaben geseigt, welche sie bei ihren Prüfiingen au lösen haben, lugleich aber auch 
die tlborans grosse Fruchtbarkelt der mathematischen Wissenschaften vorgeführt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlong eine kräftige Stütie fOr den Sdral- 
unterricht geboten werden, indem sur Erlernung des praktischen Teiies der mathematischeB 
Dissiplinen — inm Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zdt er* 
abrigt werden luinn, hiermit aber dem Schüler bei seinen hftuslichen Arbeiten eine voll- 
stftndige Anleitung in die H&nde gegeben wird, entsprechende Anljgabon m iöaen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sfttse etc. anrawenden und praktisch in verwerten. Lnst^ Liebe 
nnd Tentftndnis fttr den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ittgenienren, Architekten, Technikern und Fachgenoasen aller Art, niitfirs 
eto. ele. soll ^ese Sammlung mr Anfßrlschnng der erworbenen und vielldcht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und sogleich durch ihre praktischen In allen Berafi- 
iwolgen Terkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verldhen and 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forsehongen gebeiL 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Aof- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Kamen 
verbreitet — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yerlluser, 
Dr. HoyeTy Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigong 
Ihnnttohat bertokslchtlgt 

Stattgart Die Yerlagshandlnng. 
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Aufgabe 91. Es sollen bei zwei pro- 
jektivischen Stxahlenbüscheln diejenigen Auflösung. Statt entsprechendePunkte- 
Elemente aufgesucht werden, welche den paare aufzusuchen, von welchen je ein 
Gegenpunkten projektivischer Punkt- Element ins Unendliche fällt, sucht man 
reihen analog sind. bei Strahlenbüscheln passend solche 

Strahlenpaare auf, welche rechte Winkel 
miteinander bilden. 
Ist für einen solchen Strahl des ersten 

Büschels Xi = — :;=r, so muss für den 

Erkl. 114. um die Gleichungen des Strahlen- sin 1 b 

büschels A-\-XB = Qvon ^^^^{ senkrechten Strahl: 

A=iax^by-{-c=Of .^T^ C^ 

-D . r . /v . stn2a cos la 

B = a^aj+6i y+C| = X, = 



auf rechtwinklige Fundamentalstrahlen zu trans- 



sin2b cos Ib 



formieren, bestimme man zunächst einen Strahl sein. Man denke sich nun die Glei- 
des Büschels, welcher zum Strahl A = senk- chungen beider Strahlenbüschel so trans- 
recht steht. Die Gleichung des zweiten Fun- ^ «^j j'-c^j ± ^ j. \.^ 
damentaUtrahte wird nach Aufgabe 16 und 19: armiert, dass die Fundamentalstrahlen 

/ 1 1.«. X / » I i.»x aufeinander senkrecht stehen, ohne ein- 

ox-^ay-i ^^ _^^ — V. ander zu entsprechen, dann wird sin 1 6 

Ist die Gleichung dieses Strahls abgekürzt = COS la, also : 

C = 0, so muss, wenn l, irgend ein gegebener ^^ ^^ ^-n 

Parameter der ursprünglichen Gleichung ist: k^ = tg la, coslb = sinlb, also: 

g -|- At at ^ a-\-kh 1 

e+i^e^ - ^T^^' K = ^7 folglich: 

h + kih^ __ ^ — _^_a 

c + AiCi ~~ ^ c-fAc'' XiA,=— 1. 

wenn cf das Absolutglied in C= ist. Setzt man nun in die Gleichung: 

Es ist selbstYerst-ändlich, dass die Buchstaben ^^ .. _L7o_l_/... _L./7 a 

fl, &, c von Erkl. 114 und die a, h, e der Auf- a Afi-f- OA-f-c ^-fa — u 

gäbe 91 verschiedene Bedeutung haben. 4. i i ^ 1 ^ 



zuerst A = A^ , dann A = — 



K 

dann werden die entsprechenden Werte 
von i*: 

— , --7 - und — -^ 

o Aj + c Ai c — a 

Sollen nun die durch diese Parameter 

Erkl. 116. Die beiden Wurzek der Glei- bestimmten Strahlen ebenfalls aufein- 

chong 27) sind stets reell, denn die Discrimi- ander senkrecht stehen, SO muss unter 

roÄ^Fr^^MW der Gleichungen der Voraussetzung, dass auch im zweiten 

^ ' Strahlenbüschel die Fundamentalstrahlen 

/a^-^h^-c^-d^y^^^ rechtwinklig sind: 

\ ac + bd q,x, + d){X,d-b) 

also stets positiv. -^ — ^i — JJ^A-. _ y = — 1 

(a Aj + c) (A^ c — a) 

sein, oder: 

Aj * (a c + 6 c?) — Ai (a» + 6' — c^ — d') 
— (ac + 6d) = 0, oder: 

^ ac-{-bd ' 

Cr »HI, Analytische Geometrie der Ebene. I. 14 
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Da dies eine quadratiiäche Gleichung 
ist, so hat sie zwei Wurzeln. Ihr Pro- 
dukt ist — 1, wie verlangt war. 

Man erhält somit den Satz: 

In zwei projektivischen Strahlen- 
büscheln giebt es stets ein und 
nur ein Paar von entsprechenden 
rechten Winkeln. 



Erörterung 48. Wäre in Gleichung 27) von Aufgabe 91 gleichzeitig a^-\-b^ 
— c^ — d^ = und ac-^-hd =1 0^ so würde der Koeffizient von X einen unbe- 
stimmten Wert haben, es würde dann unzählig viele Paare entsprechender rechter 
Winkel geben. Die Bedingungen a'4-^* = ^^ + ^* ^^^ ac + 6d = sind 
gleichbedeutend mit a±d = und 6 ± c = , denn aus der zweiten Gleichung 

folgt: ^ = , woraus a = — g d, fe = -f"^-^i dies in die erste Gleichung 

c 

eingesetzt, giebt: 

^2(c' + d«) = c^ + d^ also Q = ±l, daher: 

a = ± d, b = ±c. 

Die Strahlenbüschel sind in diesem Falle einander gleich. 

Erörterung 49. Sind 1, 2, I, II zwei entsprechende Strahlenpaare in zwei 
projektivischen Büscheln, a, a^, i, \ die entsprechenden Rechtwinkelpaare, so 
sind die Doppelverhältnisse: 

(1, 2, a, b) und (I, H, «i, *i) 
einander gleich, oder: 

sinal sinbl sina^I sin\I 

/—^ • p==r — ^=^<^ • >-^ 1 aoerr 
sin a 2 sinb2 sin a^ II sin b^ II 

6?= 90»-haT, 62 = 90« + a2, ^ = Q — 90% ^I = fcjTl — 90^ 
Daher: 

sin b 1 _ sin {90^ -j-al) ^ cosal 

sinb2 sin (90^ -{- a2) cosa2 
sina^l _ sin(b^l — 90®) _ — cosb^l _ cos 6^1 



Folglich: 



sin ttj II sin (b^ II — 90 °) — cos b^ II cos b^ II 

sm a 1 cos a 1 cos 6, 1 sin b, I ^ 
— — --. : — __. == ^ : _i_^ oder : 

stna2 cosa2 cos2»^II sin^II 

tg^ = '^_M[, oder: 
tga2 tffb^l 

tffai.tgb^I = tga2.tgbjl 2b) 

Man erhält somit den Satz: 
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Das Produkt der Tangenten derjenigen Winkel, welche zwei ent- 
sprechende Strahlen in projektivischen Strahlenbüscheln mit den 
nicht entsprechenden Schenkeln der Rechtwinkelpaare einschliessen, 
ist von konstanter Grösse. 



üebnngBAufgabe 162. Es seien die Gleichungen zweier Strahlenbüschel: 

(3a;-f4y-l) + A (2a;-5y+ 2) = 0, 
(7a? — 6y+2) + iu (3a;+8yH-10) = 0. 

Es sollen sieb dabei die Fundamentalstrahlen entsprechen, sowie die beiden Strahlen, 
für welche X = 3 und ju = 2 ist; die Bedingungsgleichnng der Projektivität aufzustellen. 

AnflÖBung. Es entsprechen einander die Werte : Xi = 0, /ut = 0, 

X, = 3, ju, = 2; 
4]aher wird (vergl. ErU. 111): 

(0-00 ) (CO -3) 1-^ 
*" = (0-00) (00 -2) - ~^2~ = ^' **''''"• 



(2-;u )(A-0) , „, , * , ,„. 

(3-X)(ii-Ö)=^' 2X-A.a = 3^-XM, oder. . 

2A = 3„, -=|-. 

üebnngBaulgabe 163. Zu dem von den Geraden 

a; + 3y— 4 = und 3a?— 5y + 16 = 
gebildeten Strahlenbüschel gehören die drei Strahlen: 

(1) 5a? — 6y + 22 = 0, (2) 7a;-9y + 32 = 0, (3) 4a? — 9y + 26 = 0; 
zu dem von den Geraden: 

3a?-f-7y— 10 = und a; + y— 2 = 
gebildeten Büschel gehören die drei Geraden: 

(I) 5a? + y— 6 = 0, (II) 25a? + 2y-27 = 0, (III) a?-}-2y— 3 = 0. 

Die Bedingungsgleichung der Projektivität aufzustellen, wenn den Strahlen 1, 2, 3 die 
Strahlen I, II, lU entsprechen sollen. 

AnflÖBung. Man findet analog mit Uebungsaufgabe 153 folgende Gleichungen: 
Strahl 1) (a? + 3y— 4)+ 3 (3a;— 5y + 16) = 0, also X^ = + 3, 

Strahl 2) (a?+3y-4) + ^(3a;-52/ + 16) = 0, „ X, = +^, 

Strahl 3) (a? + 3y— 4) — 3 (3a? — 5y+16) = 0, „ Xj = — 3, 

Strahl I (3a?-+7y— 10)— 8 (a? -f y - 2) = 0, „ ^ii = — 8, 

169 169 

Strahl II (3aj + 7y— 10) 23"^'^ + ^""^^'^^' " ^»^""23"' 

Strahl m (3a?+72/ — 10)+ 1 (a; + y— 2)=:0, „ Ms = + 1- 
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Daher wird (vergl. Erkl. 111): 

_(-T)(-I^O__ei 



40 



(l^.u)a- 3)_ ^ ^ 64 aiz_^)_a_z:i). . ^i oder- 

1G9 ;i|[i+467 X + 57 iii+ 1671 = 0. 



üebnngBaulgabe 164. Wie liegen die beiden projektiviscben Strablenbüschel: 

(5a: + 6y— l) + A(3a;-2y + 5) = 0, 
(5a; + 63^— l) + A(4ir + 3y — 2) = 0? 

AnflÖBnng. Sie liegen perspektivisch, denn dem Werte A = entspricht in beiden 
Büscheln der gleiche Strahl: 5 «+6 y— -1 = 0. 



ÜebnngBaulgabe 165. Die Gleichung des perspektivischen Schnitts der beiden Strahlen- 
büschel von Uebongsanfgabe 164 anzugeben. 

AoflÖBung. Die beiden entsprechenden Strahlen 3x — 2y-|-Ö = und ^x-{'Zy—2^ 
= schneiden einander im Punkte: ic = — 19, y = 26. 
Die beiden entsprechenden Strahlen: 

(5ic + 6y— l)-j-l.(3rc — 2y+5) = 0, oder: 2a;+y + l = 0, und 

(5ic-|-6y— l)+l.(4a? + 3y — 2) = 0, oder: 3iC + 3y — 1 = 0, 

schneiden einander im Punkte x = — s/g, y := ^ 4/^. 
Folglich ist die Gleichung der Yerbindnngsgeraden: 

a:(26 — Vs) - y(~ ld + */3)H 19 -Vs Vs • 26 = 0, oder: 

37a; + 26y + 27 = 0; 
oder die za beiden Strahlenbüscheln perspektivische Punktreihe hat die Gleichung: 

(-19tt + 26i; + l)+X(-Vs« + Vst?+l) = 0. 



ÜebnngBaulgabe 166. Es sind die beiden Strahlenbüschel gegeben: 

( a;+y-|-l)+;i( a?~2y — 1) =0, und: 

(2a;-y + l)+|4(2a? + 2y-l) = 0. 

Dieselben sind projektivisch in der Art auf einander bezogen, dass den Werten 

Xi = + 1, Aj = + 2, X, = — 1 die Werte: 

iUi = — 2, ^, = -J- 1, |u, = + 2 entsprechen. 

Es sollen die Gleichungen der Rechtwinkelpaare in beiden Strahlenbüscheln aufgestellt 
werden. 

AullÖBung. Die Gleichung einer Geraden, welche auf x-\'y'^l =0 senkrecht steht 
und durch den Schnitt von a;-|-y+l = mit x — 2y — 1 = geht, hat einerseits 
die Form: x — y-|-c = 0, andererseits die Form: (a; + y+l)+/l(a; — 2y — 1) = 0; 
folglich ist: 

^(jc —y-^c) z= (x-^-y '\'l)-\-X{x — 2y — 1), woraus : 
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c = — 1/3, (^ = 3, k — 2, 
daher ist die Gleichung dieser Geraden: 

3a: + 3y— 1 = 0. 

Ebenso hat die Gleichung eines Strahls im zweiten Büschel, welcher auf dem Strahl 
^4~2y— 1 = senkrecht steht, eine Gleichung der Form: 

2« — 2y + c^(2a? — y + l)+;i(2a:-j-2y+l) = 0, also: 

^(2a? — 2y + c) = 2a? — y-\-l'{-X(2x-{'2y-\-l), woraus: 

c = i, Q = ^U. l = -V,; 

also isfdic Gleichung dieses Strahls: 2a? — 2y-|-l = 0. 
Das erste Strahlenbüschel ist also auf die Gleichung: 

(x+y+l)+^'(3ir-3y-l) = 0, 
das zweite auf die Gleichung: 

(2ir — 2y + l) + iu'(2a; + 2y--l) = 
zu bringen, d. h. es muss sein: 

Qi « + y + l) + ^^( ic — 2y— 1) = ( x+ y+l)+r(3a: — 3y— 1), 
<'(2ar-^y+l)-|-a|w(2a; + 2y~l) = (2a: — 2y+l) + .a'(2a; + 2y~l), 

oder: 

^(1+ ;t) = l + 3X', a(2 + 2/i) = 2 + 2^', 

p(l — 2A) = l-3;i', ff(-l + 2iu) = — 2 + 2.a', 

Sämtliche Gleichungen werden befriedigt durch: 

^'=2Z:;t» ^'=1 + 4.11. 

Folglich wird für das erste Büschel für das zweite Büschel 

der neue Wert von Xi : 1, der neue Wert von ,«1 : — 7, 

Xj : 00 , iU2 : + 5, 

■ Daher wird der Wert von: 

__ (^~i2L0ii:^^3l^itll^'"!r:^'l= (0-1). -4 ___ 4 ____! 
"^^ {fi^-ti,)(h-x,) ^^__^^J^_h\ -12.(1+0)- 12- 3» 

also wird die Gleichung der Projektivität: 

OvT^H^-^tl- -3.(9-^)(^-l) __!_ 
(^-V)(Ai-/it) ■" (l + 3^)(;. + 7) - 3'^^''- 
3Aiu — 15X— 2|U + 22 = 0. 

15 r — 22 
Hier entspricht dem Werte A — A' der Wert /a' = - öT/ —^ ' 

1 , „, +22;/ + 15 

„ „ A = —^ der Wert jui'= r2;L' + 3~" 

Sollen die hiedur^^h bestimmten Strahlen des zweiten Büschels auf einander senkrecht 
stehen, so muss /i'..'^ '— — ^ sein, oder: 
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(3A'— 2)(+2r + 3) ^ 1. oaer. 

vj V »^ — =_ 1 — oder- 

^ ^ 15.22 + 2.3 1— ", oaer. 

X" — 1^ ;i' — 1 = 0, daraus folgt: 

, _ 11 + V9 Ö5" , _ 11 ->V^9Ö5" 
'^i "" 28 » ^2 — 28 

Setzt man diese Werte in den Gleichungen fOr fi ein, so erhält man als zusammcB- 
gehörige Werte der Parameter: 

_ 1 1 + V^9Ö6" _ 15V^9Ö5 "— 451 

K- 28 ' ''»- 3V9Ö5"-23 ' 

_ 1 1— V ^9Ö5" 1 5V^9Ö5 + 451 

^- - 28 ' ''»-+ 3V9Ö5'-13 ' 

_____^8 _ _ —28(11 — V905) _ 11— V^905" _ 331 — llV^9^ 

^"""" ll + V^ÖOö"" 121-905 - 28 '^- 53— V905" ' 

28 _ ll + V^ iÖ5" 331 + llV^9Ö5" 

^'""ll-V'eOö"'" 28 ""• ''*- 53 + V^9Ö5^ • 

Bringt man die Werte /up ju^, ^, ju^ auf rationalen Nenner, so erkennt man, dass fi^ 

271-4-9 V^905 
und jUj gleich sind, nämlich := -^^^ , ebenso sind die Werte /i, und fi^ ein- 

271 — 9^905 
ander gleich, nämlich ^ • 

Die Gleichungen der rechtwinkligen Strahlen im ersten BQschel sind also: 

, , . 11±V955 ,„ ^ , ^ 

rp+y + lH ^ (3a;-.3y-l) = 0. 

Die Gleichungen der entsprechenden rechtwinkligen Strahlen im zweiten BQschel sind: 

, 271±9V^9Ö5 , 
2a;-2y+lH Ö8^ — (2Ä + 2y- 1) = 0. 



üebnngBaulgabe 167. Die Gegenpunkte der beiden projektivischen Punktreihen: 

(t< + v+l)-f-X(2tt — 1? + 2) = 0; (i*-f-2t?— l) + /i(3i* + t?— 3) = 0, 

wo die Parameter X^ = 1, /U| = 2; X, = 2, jUj = 3; A^ == — 4, /i, = 5 entsprechenden 
Punktepaaren angehören, zu berechnen. 

AoflöBiing. Man bringe die Gleichungen der Fundamentalpunkte zuerst auf die Kor- 
malform, dann sind die Gleichungen der Punktreihen: 

(fi + t? + l) + 2;i(«— i/2t?+l) = 0, (— l.ti — 2.v + l) + ;i(— l.ti--i/8.i; + l)=:0; 

es entsprechen einander also die Werte 2A und 3 /a. 
Die Gleichungen entsprechender Paare sind also: 

A + 2^ = 0, C+ 6D = 0, 
ui-i-4-B = 0, C+ 92> = 0, 
.4— 8J5 = 0, C+15D = 0. 
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Der Wert von m: f- Ht?— r^T wird - i/g-, ferner wird: 

-fi— = 1^5 -ÜJ' =-h foJ«"«*» ■»»«•' Erkl. 111 

i-|-i«, 16 1-rAt * 

M' = -2". ^ - iT" 
Die Gleichangen der Gegenpunkte sind daher: 



(t4 + t;+l) + ^(i* — |t?— iWo, oder: 19ti + 7 1; + 9 = 0, 



und: 



93 



(_t< — 2t?+l)— -ö-(t* + v— 1) = 0, oder: 96ti + 97t; — 95 = 0. 



2 



üebnngBaulgabe 168. Za beweisen, dass in den projektivischen Strahlenbüscheln 
in perspektivischer Lage: 

(2a? + 3y — 8) + X(10a: + 15y— 6) = 0, 

(2a?+3y— 8) + X(10a; + 15y— 15) = 

je zwei entsprechende Strahlen parallel sind. 
AnllÖBimg. Yergl. Erkl. 30. 



Figor 65. 



üebungBanfgabe 169. Gegeben sind zwei Punktepaare zweier projektivischen Punkt- 
reihen in perspektivischer Lage, zu einem vierten Punkte der einen Punktreihe den 
entsprechenden Punkt der zweiten Punktreihe geometrisch zu konstruieren. 

Anllösiing. Sind a, b, 8 drei 
Punkte der einen, a^ h*, 8 die ent- 
sprechenden Punkte der anderen 
Punktreihe, so ziehe aaf, bh' bis zum 
Schnitt in 0. Ist c ein vierter 
Punkt der ersten Punktreihe, so 
giebt c auf der zweiten den ent- 
sprechenden Punkte'. DennO(a,&,c,5) 
ist ein StrahlenbOschei, welches zu 
jeder der beiden Punktreihen per- 
spektivisch liegt, folglich ist sowohl 
das Doppelverhältnis (a, by c, s), als das Doppelverhältnis (a^ &^ &, s) gleich dem Doppel- 
verhältnis des Baschels: 0(a, 6, c, s). 




ÜebnngBaulgabe 170. Die Gegenpunkte bei zwei projektivischen Punktreihen in 
perspektivischer Lage zu zeichnen. 

AuflÖBimg. Ziehe (Fig. 65} durch die Parallelen Oqoo zvl dem Träger G und 
Or'oo zu dem Träger G'\ die erste Parallele schneidet den Träger 6^ im Gegenpunkt q\ 
welcher dem Punkte oo auf G entspricht, die zweite Parallele schneidet den Träger G 
im Gegenpunkt r, welcher dem Punkte oo auf G* entspricht. 



üebnngBanfgabe 171. Zwei projektivische Punktreihen in allgemeiner Lage auf den 
Trfigern A und Ä* sind durch drei Paare entsprechender Punkte: a, a'; b,b'\ c.of ge- 
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geben. Zu einem vierten Punkte d der einea Ponktreihe den entsprechenden Pnokt ä" 
der andern za zeichnen. 

Fimr 66. 
AnOöBoug. Wfthlt man die entsprechenden 
Funkte a und a' als Mittelpunkte vonStrahlen- 
bUscheln : 

o' {a, b, c) und a (o', 6', c'), 

80 haben diese Strahlenbüschel den Strahl aa' 
gemeinsam, sind also perspektivisch (An- 
merkung 79), folglich schneiden sich die ent- 
sprechenden Strahlen a'b und ab', a'c und 
aC auf einer perspektivischen Achsen, jS,}' 
(Erörterung 45), zieht man daher a'i, welche 
ßy in d schneidet, so giebt aö auf A' den 
Punkt d-. Im Schnittpunkt der Träger fallen 
zwei nicht entsprechende Punkte s und (' zu- 
sammen; ihm entsprechen auf ^' und ^ die 
Punkte s" und t, wo die Achse a, ß, j, S die 
beiden Träger schneidet. 

UebtitigB&afgabe 173. Zwei projektivische Strahlenbttschel in perspektirisch» Lage 
sind durch drei Paare entsprechender Strahlen gegeben. Zu einem Strahl des einen 
Büschels den entsprechenden zu zeichnen. 

AaflSsnng. Die Konstraktion ist schon als Teil der Auflösung von UebuogsanfgabelTl 




Debnngssnfgabe 173. Zwei projektivische Strahlenbflschel in allgemeiner Lage sind 
durch drei Pnare entsprechender Strahlern 0.4, 0'A'\ OB, O'S'; OC, (y &; gegeben. 
Zu eineui vierten Strahl OD des ersten Büschels den entsprechenden Strahl O'D' des 
zweiten BQscbels zu zeichnen. 

Aollösnng. Lege durch den Schnitt- p-jg^r $7, 

punkt a zweier entsprechenden Strahlen zwei 
beliebige Geraden. Auf der einen schneidet ' 

das BüBchel 0, auf der andern das BUschelO, 
zwei zu den Bflscheln, also auch zu ein- 
ander projektivische Funktreiben aus, welche 
den Schnittpunkt a gemeinsam haben, also 
perspektivisch liegen. Zeichne nach Uebungs- 
aufgabe 169 zum Schnittpunkt d des Sirahls 
OD mit Punktreihe a, b, c den entsprechen- 
den Funkt d' der andern Funktreihe, so ist 
O'd' der Strahl, welcher dem Strahl OD 
des ersten Btlschels entspricht. 

Uebnngsaiitgabe 174. Von einer Punktreihe und einem dazu projektiviscben Strahlen- 
büschel sind drei Paare entsprechender Elemente gegeben. Zu einem vierten Element 
des einen Gebildes das entsprechende Element des zweiten Gebildes zu zeichnen. 

Atillösiuig. Man schneidet das Büschel durch eine Gerade, so ist die auf dieser ent- 
stehende Punktreihe zu der gegebenen Punktreihe projektivisch, zu dem Boschel per- 
spektivisch. 

FQr die beiden Punktreihen löst man dann die Uebungsaufgabe 171. 
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Uebungsanfgabe 176. Den Satz zu beweisen: Verbindet man die Endpunkte ent- 
sprechender Strecken zweier projekti vischen Panktreihen kreozweise, so schneiden die 
Yerbindungsgeraden einander auf einer Geraden. 

Auflösung. Die beiden Träger seien Ä Figur 68. 

ond J.^, sie schneiden einandei in einem q^ 

Pankte s', t, welchem in Ä der Punkt 5, in ^^^ 

A! der Punkt V entspricht. Nun ist das y^//\ 

Strahlenbüschel : , ^x / / 

a (a', ft', c', sf) projektivisch zu of (a, 6, c, «). NA /^. / / 

Da die beiden BAschel das Element aa' \. ,y^\ ' 1^^ 

gemeinsam haben, so sind sie perspektivisch, y^ >• -. \ "* 

also haben sie eine perspektivische Achse, zX^^^ ^v ''^ ^"^ ^ . / 

welche durch den Schnittpunkt von ab* mit ~^~y^'^'^^ ^'^<Z^^^ ^ — 

a* 6, d. h. durch y, durch den Schnittpunkt y^ ^^"c- .. ^^C' v / \ 

von acf mit a\c^ d. h. durch jj, und durch n ^^-^O ^^^>^ « '• 

den Schnittpunkt von asf oder A mit a's, ^"""-T^v' '• 

also durch den Punkt s geht; oder s^y ist ""<^''i 

eine Gerade. "^^ 

Femer ist das Strahlenbttschel a{a\ h\c\ V) 
projektivisch zum Bttschel a* (a^})yC^t)\ sie haben das Element a a' gemeinsam, sind also 
projektivisch, folglich liegen auf einer Geraden: der Schnittpunkt von ah* mit a*h oder y, 
der Schnittpunkt von acf und a'c oder /), der Schnittpunkt von aV mit a*t^ d. h. mit A, 

oder der Punkt V, Es ist also V^^y eine Gerade. 
Ebenso findet man durch Vergleichung der Strahlenbüschel: 

5 (a', ö', c', sf) und ^ (a, 6, c, «), 

dass «, y, a auf einer Geraden liegen, und durch Vergleichung der Strahlenbüschel : 



b {a\ 6', c', V) und 6' (a, ft, e, <), dass <' y « eine Gerade ist 
Die Punkte a, ß, y liegen somit auf sV, 

Anmerkung 80. Um die Uebereinstimmung der analytischen mit der synthetischen 
Methode zu zeigen, soll der Beweis dieses Satzes auch auf analytischem Wege geführt 
werden. 

Es sei J. -|- ;t 5 = die Gleichung der Punktreihe A, 

„ „ -4'-f"'^-ß' = „ „ „ „ A*, wobei also vorausgesetzt ist, 

dass die Fundamentalpunkte einander entsprechen. 
Der Schnittpunkt der beiden Träger {sf, t) hat die beiden Gleichungen: 

A-{-qB = und A*-\-üB* = 0, 

beide Gleichungen müssen identisch sein, sie mögen mit C = bezeichnet werden. 

Der Punkt S hat dann die Gleichung: S=A-\-gB = 0, der Punkt T hat die 
Gleichung: T* = A' '\-qB' = 0, 

Die Gleichung irgend eines Punktes P der Reihe auf Träger A hat also sowohl die 
Gleichung A-{-'kB^=^Oy als, da er auf st liegt: C-|-ZÄ'=0, daher müssen die Glei- 
chungen -4.-}-XJB = und A'\'qB-\-1[^A-^gB)=:i{) identisch sein, daher: 

« <\ 

1= — — 1-: die Gleichung von P ist also: C — — -r-Ä'=0. 

Ebenso muss die Gleichung irgend eines Punktes P' auf Träger A' dargestellt sein 
sowohl durch die Gleichung -4'-4-XJ5' = 0, als, weil er auf ^ i* liegt, durch C-\-mT 
= oder: {A* + a^') +*» (^'4" ^ -^0 = ^ nauss identisch mit -4'4-AJ5'=0 sein, daher: 

w = r; dio Gleichung von P* ist also: C — — , T* = 0. 

^ — A Q — A 
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Stellt man nun die QleichoDgen zweier 
gegebenen Form auf: 



entsprechenden Ponktepaare in der oben an- 



S -- 



«-»«, 



fi — A( (j — hc 

80 hat irgend ein Panlit auf PiPk eine Gleichung von der Form: 

Irgend ein Pnulit auf Pi^i hat eine Gleichung von der Form: 

Für den Schnittponlit von Pit't mit P^P'i massen beide Gleichungen identisch sein; 
man findet durch Koeffizientenvergleichnng: 



Es ßült daher aus der Gleichung des Schnittpunktes die Grösse C aus, und die linke 
Seite ist linear aus den Grössen S und T' zasammengesetzt, d. h. der Schnittpankt liegt 
auf s f. 



Uebongsanfgabe 176. Wie heisst der Satz, welcher bei projektiviechen Strahlen- 
bQscheln dem Satz von Uebnngsaufgabe 175 entspricht? 

AnflöBuiig. Ersetzt man die Ausdrücke: „Endpunkte entsprechender Strecken" durch 
„Schenkel entsprechender Winkel", „verbinden" dnrch „znm Schnitt bringen", „Ve^ 
bindnugsgerode" durch „Schnittpankt", „auf einer Geraden liegen" durch „dnrch eiaen 
Funkt geben", so erhält man den Satz: 



Figur 69. 




Die VerbindnngEgeradeu der Schnittpunkte- 
paare je zweier nicht entsprechenden Winkel 
in zwei projektivischen Punktreihen gehen 
durch einen Punkt. 

In Fig. 69 sind {A. B, C), o' {Ä', B", (?) 
die beiden Strahlenboschel. Dem gemein- 
samen Strahl Ol/ entspricht im ersten Btlschel 
der Strahl M, im zweiten der Strahl L'. 

Die Verbindungsgeraden der Pnnktepaire 
a . b' und a' .b, a.e und a' .c, h.C und 
b' . c geben sämtlich dnrch den &:hnittpuDkt 
1» . I' von M mit L. 
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üebnngBaiifgabe 177. Es soll untersncht werden, ob nicht In zwei projektivischen 
Punktreiben entsprechende Strecken einander gleich sein können, bezw. welche Be- 
dingungen hiefür in Bezug auf die Lage der Träger oder die Lage der Strecken anf 
ihnen bestehen. 

Anflosmig. Es seien a, a^ 6, 6| zwei entsprechende Pnnkte der beiden Panktreihen, 
r nnd cf die Gegenpnnkte, so ist nach Erörterung 46: 

Hieraus folgt: 



VF 






oder 



ra — rb 



3' a' — 3' h' 



.ab rb 



Figur 70. 



Sind nun die Pnnkte a' und b in gleichen Abständen von den Gegenpunkten gewählt, 
so dass also rb = q' a', so wird a ft = — a' 6', oder die entsprechenden Strecken a b 
und a'b' sind einander gleich, und zwar haben diese Strecken entgegengesetzte Rich- 
tung, wenn die Strecken rb und q'a' gleiche 
Richtung haben. Wäre dagegen r S = — q'a\ 
d. h. würden die beliebigen Strecken r b und 
q'a' nach entgegengesetzter Richtung abge- 
tragen, so wären die Strecken ab und a'b' 
gleich nach gleicher Richtung hin. Es giebt 
also in zwei projektivischen Punktreihen zwei 
Systeme entsprechend gleicher 
Strecken. In Fig. 70 sind von den Gegen- 
punkten r und q^ aus die gleichen Strecken 
r a = r ( auf Träger Ä, die gleichen Strecken 
q'c' = q'd' = ra = rb auf Träger Ä' ab- 
getragen und zu a, & die entsprechenden 
Punkte a', b' auf -4', zu c', df die entspre* 
chenden Punkte c, d auf Ä konstruiert, dann 
sind folgende entsprechenden Strecken ein- 
ander gleich: 




0?=' 



bc= b'c% ad = a' d*\ 



ac = a*c\ bd = b'd'\ 

Man sieht also, dass das eine System gleicher Streckenpaare die Gegenpunkte ein- 
schliesst, das andere nicht. Man hat somit den Satz: 

Anmerkung 81. Bei zwei projektivischen Punktreihen giebt es zwei Systeme von 
Paaren entsprechend gleicher Strecken, jedes Paar des einen Systems schliesst den be- 
treffenden Gegenpunkt ein, jedes Paar des andern Systems hat seine Endpunkte auf der- 
selben Seite des Gegenpunktes. Die beiden Strecken jeden Paars liegen symmetrisch 
zum Gegenpnnkt. 



üebnngsanfgabe 178, Die Gegenpunkte zweier projektivischen Punktreihen zu zeichnen. 

Auflösung. Durch drei Paare entsprechender Punkte ist die Achse s^i bestimmt 
(siehe Fig. 66 und Fig. 70), auf welcher die kreuzweisen Yerbindungsgeraden entspre- 
chender Pnnktepaare sich schneiden. 

Zieht man durch a zu A* die Parallele, welche s^i \Vi a schneidet, 



s^t 



n 



OL' 



so giebt a a auf Ä' den Gegenpunkt q', 
^ „ a* a n A. „ „ r. 
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üebungsaufgabe 179. Zu untersachen, ob es in zwei projektivischen Strahlenbüscheln 
entsprechend gleiche Winkel giebt. 

AnflÖBung. Sind a, l; a\ h' zwei entsprechende Strahlenpaare, r, g; r\ g' die Schenkel 
der rechten Winkel, so ist nach Erörterung 49: 

igra . tgq^a* = tgrb , igq'b' oder: 

tgra tgq'h' , tgra — tgrh tgq^a' — tgq^h' 
— — - =: — -— oder :=r = — -^=r- , 



tgrh ig g'a' igrh tg q'a' 

oder, da ra — rb = ab, q[a* — g'fc' = — a'b* : 

sin ab sina'b' 

— ;=^— ~;^ = ;;=:^ ;^^-, OdOf: 

COS ra sinrb sin ^a* cos q' b* 

sin ab cosra sinrb 

sin a' b* cos q' 6' . sin €(a* 

Liegen nun die Strahlen a und b* so, dass ^ra = ^q*b\ dann ist auch 

tgra=. tgq*b\ cosra=^ cosq'b' und: 

tgrb = tgq'a\ also sinrb = sinq*a\ 
In diesem Falle wird dann sin ab = — sina'b\ oder: 

Liegen dagegen die Strahlen a und b* so, das ^ra=- — ^q'b\ so wird: 

Daraus folgt, dass zwei Paare von gleichen entsprechenden Winkeln von 
gegebener Grösse in den projektivischen Strahlenbüscheln vorhanden sind. 

Analoge Betrachtungen über die Lage der entsprechend gleichen Winkelpaare, wie bei 
den entsprechend gleichen Streckenpaaren in projektivischen Punktreihen fahren za 
folgenden Sätzen: 

Amnerkang 82. In zwei projektivischen Strahlenbdscheln giebt es zwei Systeme von 
entsprechend gleichen Winkeln. Im ersten System sind die Winkel nach der gleichen, 
im andern System nach der entgegengesetzten Drehungsrichtung hin gleich. Die nicht 
entsprechenden Schenkel entsprechend gleicher Winkel schliessen mit den nicht ent- 
sprechenden Schenkeln der Rechtwinkelpaare Winkel von gleicher Grösse ein, in einem 
System nach gleicher, im andern System nach entgegengesetzter Drehrichtung. 



üebongsaalgabe 180. Es soll untersucht werden, welche besonderen Elemente bei 
projektivischen Punktreihen aus den Sätzen von Erörterung 46 und Anmerkung 81 
entstehen. 

AnflÖBong. Sind r und q die Gegenpunkte, a,a' ein Paar entsprechender Punkte, 

so ist nach Erörterung 46: . . ,• 

ra,q' a' =^ ä». 

Die Konstante A;' nennt man die Potenz der projektivischen Beziehung beider 
Punk treiben. 

Wenn nun ra'=i±,h, so ist auch ff' a' = ± ä, die Punkte a und a' haben also von 
den zugehörigen Gegenpunkten gleiche Abstände, man nennt sie Potenzpnnkte. 

In jeder Punktreihe giebt es zwei Potenzpunkte, da ra = q*a*r=. ±,k. Bezeichnet 
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man dieselben mit { und m, ihre entsprechenden Punkte mit V und m' und die End- 
punkte gleicher Strecken mit a, h\ a', h\ so ist: 

ra . g'a' = rh . g'6'; aber q*a' = rö, folglich ra,rh=:lc^ =:i rl\ 

Es ist somit ra'Srl^ rl'Srl^ d. h. die Paare entsprechend gleicher Streken schliessen 

je einen Potenzpunkt ein. Bezeichnet man die Entfernung des Gegenpunktes r von der 
Mitte der Strecke ah mit 2c, die Strecke al selbst mit 2d, so ist: 

ra,r}>:=i (c + d) (c— d) = c'— d» = *». 

Je mehr sich also d der Grenze Null nähert, desto mehr nähert sich e dem Werte 1% 
d. h. in jedem Potenzpunkt fallen die Endpunkte eines Paares entsprechend gleicher 
Strecken zusammen. Man bezeichnet deshalb auch die Potenzpunkte als Nullpunkte. 

Anmerkimg 83. Da von den beiden Systemen entsprechend gleicher Strecken das 
eine den Oegenpunkt ausschliesst, das zweite ihn einschliesst, jedes aber einen Potenz- 
ponkt einschliesst, so können die Strecken des ersten Systems jeden Wert zwischen Null 
and unendlich haben, die des zweiten haben ein Minimum in der Entfernung des Potenz- 
punktes Yom Gegenpunkt. 



üebangBaiifgabe 181. Für projektivische Strahlenbüschel die gleiche Untersuchung 
anzustellen, wie für projektivische Punktreihen in Uebungsaufgabe 180. 

AnfioBung. Aus Erörterung 49 folgt für zwei entsprechende Strahlen m und m': 

tg rm . tg q^m' = k\ 

wo k* die Potenz der projektivischen Beziehung heisst. Ist nun fg rm = tg q'm', so ist 

tg*rm=^h\ tgrfn = ±.k. Es entsprechen daher dieser Bedingung zwei Potenz- 
strahlen m^ und m,, welche zum Rechtwinkelstrahl symmetrisch liegen. Der Wii^kel 
zwischen ihnen wird also vom Strahl r, ihr Nebenwinkel vom Strahl q halbiert. Ihnen 
entsprechen im andern Büschel zwei Strahlen m\ und fn\, welche zum Rechtwinkelstrafal q' 
symmetrisch sind. Betrachtet man m^ als einen Schenkel eines Winkels, dem im andern 

Btlschel ein gleicher Winkel entspricht, so ist, da <^ rm^ = <^ q'm'i, der Strahl fn\ als 
der nicht entsprechende Schenkel des entsprechend gleichen Winkels anzusehen. Nach 
Voraussetzung entspricht aber Strahl fn\ dem Strahl m^, folglich fallen im m^ bezw. m, 
die beiden Schenkel von entsprechend gleichen Winkeln zusammen. Die Potenzstrahlen 
sind anzusehen als zum System der entsprechend gleichen Winkelpaare gehörig, wobei 
die Grösse der Winkel verschwindet, man bezeichnet sie daher auch als Nullstrahlen. 



Anmerkung 84. Die folgende Aufgabe lässt sich mit den bisher in der analytischen 
Geometrie behandelten Hilfsmitteln, welche nur die gerade Linie umfassen, nicht lösen, 
da Kreise dabei nötig sind; der Vollständigkeit wegen möge sie jedoch hier angeführt 
und auf gewöhnlichem planimetrischem Wege bewiesen werden. 

uebungsaufgabe 182. In zwei projektivischen Strahlenbüscheln in perspektivischer 
Lage die Rechtwinkelpaare zu zeichnen. 

AnllÖBiing. Sind oc, o'&; od, o' d* zwei entsprechende Strahlenpaare der perspek- 
tivischen Strahlenbüschel, so ist dadurch die zu beiden Büscheln perspektivische Punkt- 
reihe /, d . . . bestimmt, auf welcher sich je zwei entsprechende Strahlen schneiden 
müssen. Beschreibt man nun über dem Abstand oo' der Centra Kreise, welche die /^ 
je in zwei Punkten, z. B. a und |3 schneiden, und zieht die Strahlen oa, 0j3; o'a, o'j3, so 
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Figur 71. jgt Dach dem Satz von den Peripberiewio- 

keln in gleichen BogeD: -^aoß ^-^a&ß. 
d. b. diese Winkel, oder die Winkel ab und 
a'b' Bind entsprechend gleiche Winkel. Be- 
schreibt man Ober Sehne oo" einen Kreis, 
der seinen Mittelpunkt in yd hat and y« 
in !> und k schneidet, so bilden die nuh den 
letzteren Pankten gezogenen Strahlen r nud 
q, bezw. r' and g" nach dem Satze vom 
Peripherie Winkel im Halbkreis rechte Win- 
kel miteinander, die Winkel rq, r'g' sind 
also die Rechtwiaketpaare. Beschreibt min 
endlich (siehe Craru, Apollonisches BerDfa- 
rungsproblem) Qber Sehne oo' einen Kreii. 
der f8 in fi berührt, so fallen in /i die beiden Schnittpankte a und ß, also in Ata 
Strahlen m bezw. tu' entsprechend gleiche Winkelpaare vom Werte Null zusammen, » 
und m' sind Potenzstrablen. 

Anmerkung 86. Sollen die Aufgaben: Konstruktion der Rechtwinkelpaare, Konstrak- 
tion entsprechend gleicher Winkelpaare, Konstruktion der Potenzstrablen, fUr projekliviscbe 
StrahleDbüschel in allgemeiner Lage gelOst werden, so bringe man zuerst die BDscfael 
in perspektivische Lage und verfahre dann nach Uebangsaafgabe 162. 

Anmsrkong 86. Weitere Uebungeanfgaben über projekliviscbe Fnnktreihen und 
Strahlenbaschel siehe in Vonderlinn, Lehrb. d. Projektiooszeichnens, 3. Teil, erste B&lfte. 



15). Harmonische Punktreihen und Strahlenbilschel. Vollständiges 
Viereck und Vierseit. 

ErÖrtemng 50. In Erörterung 41 wurde auf die besondere Wichtigkeit des 
Doppelverhältniflses vom Werte — 1 , oder des hanDOnischen Verhältnisses hin- 
gewiesen. Funktreihen, welchen dieses Doppelverhältais zukommt, beissen harmo- 
nische PunktreiheB bezw. Strahlenbüschel. Es soll zunächst untersucht 
werden, wie die Elemente eines harmonischen Gebildes zu einander liegen. 

Sind ff = und H — die Gleichungen zweier Elemente, G-\-XE=0 
und (T-\-fiB^O die der beiden andern Elemente, so folgt aus der Bedingung: 

Ü-Äl h sm 31 , «» 41 _ A _ 

32 " 42 ' sin 32 st» 42 '' 

folglich sind die Gleichungen der vier harmonischen Elemente: 

G = 0, ^=0, G + Xfl=0, G — XE=0 und 

3l 41 , si» Sl sinii 

3"2 ~ 4^2 ' sin 32 sini2' 

Nimmt man an, dass X positiv ist, so Nimmt man an, dass X positiv ist, so 

stellt die Gleichung G-^-XH = einen stellt die Gleichung G + l if = nach 

Strahl vor, welcher denjenigen Winkel Anmerkung 65 und 66 einen Punkt vor. 

der Geraden G = und ff = teilt, welcher zwischen den Punkten G = 
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in dem der Koordinatenursprung nicht und H=zO liegt, dagegen liegt der 
liegt, dagegen teilt G — X H=0 den- durch die Gleichung O — X H=0 dar- 
jenigen Winkel, in welchem der Koordi- gestellte Punkt ausserhalb der Verbin- 
natenursprung liegt dungsstrecke der beiden ersten Punkte. 

Die Elemente 1, 2 nennt man das erste, die Elemente 3, 4 das zweite 
Paar, wegen der Zusammengehörigkeit der Elemente eines Paares sagt man besser: 
Die beiden Paare von Elementen sind zu einander harmonisch. 

Wird ^ = 0, d. h. fallt das Element 3 mit dem Element 1 zusammen , so 
fällt auch das Element 4 mit dem Element 1 zusammen ; wird ^ = oo , so fallen 
beide Elemente des zweiten Paares mit dem Element 2 zusammen. 

Hat in einem harmonischen Strahlen- Hat in einer harmonischen Punktreihe 
büschel X den Wert 1, so werden die X den Wert 1, so stellt die Gleichung 
Gleichungen der vier Strahlen: G-^-HzzzO den Halbierungspunkt der 

G = 0,H=0,G-^H = OundG—H=0 Strecke 12, G—H = den Punkt im 

j , , .^ ^ 1. ,1 .t -.. TTT. 1 1 Unendlichen dar. Man kann somit sagen : 

d. h. das zweite Paar halbiert die Winkel t^.„^ . . . , t> i x 

des ersten, die Strahlen des zweiten l^^\ 'l ^'J^^\ ^^-^TiT^^ 1'"''^^' 

Paares stehen auf einander senkrecht, reihe em Punkt m die Mitte der Strecke 

Man kann also sagen- zwischen zwei conjugierten Punkten, so 

„. , . ^ ' . 1. ex 1.1 fällt der vierte Punkt in unendliche Ent- 

Wird m einem harmonischen Strahle^^ femung, oder: Der vierte harmonische 

buschel der Winkel zwischen zwei conju- ^^^^^ ^^ur Mitte einer Strecke ist der 

gierten Strahlen durch den dritten St^^^^^ p^^^^t im Unendlichen; umgekehrt: fällt 

halbier^ so wird sein Nebenwinkel du^^^^ i^^ ^i^^^ harmonischen Punktreihe ein 

den vierten Strahl halbiert; unagekehrt: p^^^t des einen Paares ins Unendliche, 

Stehen m einem harmonischen Strahlen- g^ ^^i^iert sein zugeordneter Punkt die 

buschel zwei conjugierte Strahlen auf- Verbindungsstrecke des anderen Paares, 
einander senkrecht, so werden die Winkel, 
welche die Strahlen des andern Paares 
bilden, durch die Strahlen des ersten 
Paares halbiert. 

Erörterimg 51. Da alle harmonischen Gebilde erster Stufe dasselbe Doppel- 
verhältnis haben, so sind alle harmonischen Punktreihen zu einander projektivisch, 
sie sind also insbesondere auch perspektivisch, wenn zwei entsprechende Punkte 
zusammenfallen. Nach Erörterung 41 darf man die Elemente eines Paares in 
einem hannonischen Gebilde vertauschen, folglich liegen zwei harmonische Ge- 
bilde perspektivisch, wenn ein Element eines Paares mit irgend einem Element 
des entsprechenden Paares vereinigt liegt; da man aber auch die Paare ver- 
tauschen darf, so kann man allgemeiner sagen: 

Zwei harmonische Gebilde liegen perspektivisch, wenn irgend 
ein Element des einen Gebildes mit irgend einem Element des andern 
Gebildes vereinigt liegt. 

Aufgabe 92. Zu drei gegebenen 
Punkten den vierten harmonischen zu AuflÖBung. Die drei gegebenen Punkte 
finden. seien a, &, c, der vierte harmonische 

Punkt d soll zu c conjugiert sein. Ziehe 
durch a eine beliebige Gerade, trage 
auf ihr die Strecke a 6' beliebig ab, ziehe 
b V und parallel dazu c c\ mache auf a V 
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die Strecke cl/^ =zcl/ ziehe b" b und 
parallel dazu cf d. 

Beweis. Wegen der ähnlichen Drei- 
ecke abb* und accf ebenso abb" und 
ade' ist: 

ca c' a 

7b^ 



da 
Tb 



cfb' 



c* a &a r 1 !• i. 

ca da j 
= TT-, oder: 



cb 

ca da 



cb ' db 



db' 



Amnerkong 86. Die Aufgabe 92 ist dieselbe wie folgende: „eine gegebene Strecke 
ah aussen und innen nach gegebenem Verhältnis m:n zn teilen ^ denn man hat dann 
einfach ac* = in, &b' =i &b** = fi zu machen. Die Konstruktion der vorigen Aufgabe 
wird vereinfacht, wenn man a& einfach = ac macht. 



Aufgabe 93. Zu drei gegebenen 
Strahlen eines Strahlenbüschels den vierten 
harmonischen zu suchen. 

Figur 78. 




Auflösung. Man kann entweder das 
Büschel durch eine beliebige Gerade 
schneiden und den vierten harmonischen 
PunktderentstehendenPunktreihesucben, 
welcher dann mit dem Mittelpunkt des 
Büschels verbunden den gesuchten Strahl 
giebt, oder kann man verfahren wie folgt: 

Durch einen beliebigen Punkti) (Fig. 73) 
des dritten Strahls o ziehe die Parallelen 
zu den beiden ersten Strahlen, welche 
diese in g und r schneiden, ziehe ^r 
und hiezu die Parallele oI> durch o; 
oB ist der gesuchte Strahl. 

Beweis : oqpr ist ein Parallelogramm, 
also der Schnittpunkt s der Diagonalen 
Mitte von p q, daher ist der zu Punkt s 
conjugierte harmonische Punkt der zum 
Büschel perspektivischen Punktreihe g, 5, r 
der Punkt im Unendlichen, durch letzteren 
Punkt geht o -D, weil sie parallel mit p q ist 



Erörterung 52. Während es für das Studium der Eigenschaften harmonischer 
Gebilde vorteilhafter ist, die einfachen Gleichungen 6r = 0, H=0, a±XH = 
für die Elemente einzuführen, wird es im allgemeinen eine Ausnahme sein, dass 
die Grundelemente schon Elemente des harmonischen Büschels sind. Es ist des- 
halb notwendig, das ganze harmonische Gebilde auf zwei beliebige Grundelemente 
zu beziehen und eine Bedingungsgleichung für die Parameter aufzustellen, die in 
den Gleichungen des harmonischen Gebildes auftreten. 



PreiBgekrönt in Frankfurt a. H. 1881. 

Der ansfHbrliche Prospekt und das ansfHbrllche Inhalts- 
Terzeiclmis der ^^YoUständig gelösten Anfgabensammlnng von 
Dr. Ad. Kleyer^* kann von jeder Bnchhandlung, sowie von der 
Verlagshandlnng gratis nnd portofrei bezogen werden. 

Bemerkt sei hier nur: 

!)• Jedes Heft ist anj^^esclmitten und gai brochiert um den tofortigen nad dauern- 
den Gtebranch in gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthUt sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtignngeii 
and Erklärungen am Schlüsse desselben« 

8). Aof jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 

4). Monatlich erscheinen 8— 4 Hefte zn dem Abonnementspreifle von 26 Pfg. pro Heft 

6). Die Belhenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsyer- 
leichnis ist, wie ana dem Proapekt endohtlioh, ohne Jede Bedeutung 
fllr die Interessenten. 

6). Das Werk enth&lt Allee, was sich ftberhaupt auf mathematische Wissenschaften 
bezieht, alle Lehrsätze, Formebi und Regebi etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen ungelöster analoger Auf- 
gaben und vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praküsohee Lehrbuch ffir Schüler aller Schulen, dae 
beate Handbuch ftbr Lehrer und Examinatoren, daa Tonfiglicluite Lehrbuch 
mm Selbstetudium, dae Tortrefflichate Nachschlagebuch fbr Fachleute und 
Techniker jeder Art 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollsttndige 

Inhaltsyerzeichnis 

der bis jetzt ersohienenen Hefte 

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Halbjihrlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 



Drook nm Carl Hammer In Stattgari» 
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Preisgekrö nt in Frankhirt a> M, 1881, 

PROSPEKT. 

Dieief Werk, welchem kein Ikiiliches sar Sdte iteht, enchdnt monAtlick in S-4 
Heften «n dem billigen Preise Ton 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlnng der wicbtif - 
Bten nnd praktiicbsten Anf^ben ans dem eesamtgeblete der lUtbematik^ Pbytlk, 
Meebuilk, malb. Geographie, ÄBtronomie» des Masehlnen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brileken- nnd Hoehbanes, des konstroktiven Zeichnens etc. etc. nnd awar in TOllsttndig 
gelöster Form, mit Tielen Figuren, ErklBnmgen nebst Angabe nnd EntwIAeliiig der 
benntaten Sfttie, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die LOsnii« 
jedermann Tersttodlich sein kann, beaw. wird, wenn eine grossere Ansahl der Hefte er- 
ichienen ist, da dieselben sieh In Ihrer Gesamtheit erginien nnd alsdann anch aUe 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbstAndigen Kapi- 
teln angeordnet — Torliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang Ton nngelOsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen LOsung (in analoger Form, wie die bezOglichen gelösten Aufgaben) des Stndierondeo 
ftberlassen bleiben, und ragleich Ton den Herren Lehrern für den Schulunterricht benntst 
werden kOnnen. — Die LOsnngen hiersu werden sp&ter in besonderen Heften für die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: TIttiblatt, InhaltSTensleh- 
nls, Berichtigungen und erUntemde ErkUmngen Aber das betreffende Kapitel «u r Ausg abe. 
Das Werk behandelt lun&chst den Hauptbestandteil des mathematisch-natarwisseih 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehnlen I. nnd IL Ord., gleich- 
berechtigten hSheren Bllrgerschulen, PriTatschnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Prs- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangeweitaclinlea, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitnngsschnlen aller Arten, gewwbllche 
Fortbildungsschulen, Akademien, üniTcrsItäten , Land^ nnd Forstwlssensehallssehnlen, 
MUltlrsehnlen, Yorbereitnngs- Anstalten aller Arten als i. B. für das Ei^Uirlg^Frd- 
wlUlge- und Offliiers-Examen, etc. 

Die Sehliler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, techiusdien und 
aaturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Sehritt für Sehritt gelltete, Anfgaben- 
aammlung Immerwfthrend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg sum unfehlbaren Auffinden der Lösungen de^ 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Frfilüngen sn lösen haben, sngldch aber anch 
die flberaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften yorgefthrt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine krifUge Stlltie fOr den Schul- 
unterricht geboten werden, indem aur Erlernung des praktlsehen TeUes der mathemalisdien 
Disaiplinen — nun Auflösen TOn Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
fibrigt werden kann, hiermit aber dem Schiller bei seinen häuslichen Arbeiten efaie toU- 
it&ndige Anleitung in die H&nde gegeben wird, entsprechende Anligaben in IfSmn, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sfttze etc. aninwenden nnd praktisch in Terwerten. L«t, Liebe 
und Yerstibidnls für den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Teehnikem und Faehgenossen aller Art, Milllin 
etc. etc. soll diese Sammlung rar Anflrischnng der erworbenen und rieüeieht Tergeaaenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und sugleich durch ihre praktischen in allen Bemfs- 
iwelgen yorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft ferleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertnngen und weiteren Forsehnngen gebeo. 
Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen, linehtige nnd praktlsohe Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
▼erbreitet — Wünsche, Fragen etc, welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yetfimser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, eutgegen nnd whrd deren &ledigaBg 
thunlichst berOfiksichtigt. 

Stattgart Die Yerlagshandlniig. 
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Es seien also Ä = 0, B = die Gleichungen der Grundelemente (Punkte 
oder Geraden), {l)A-\-^iB=0, (2) JL + A, -B = die Gleichungen des einen, 
{S)Ä-\- |Jl^ B = 0, (4) Ä-\-fti B=0 die Gleichungen des andern Paares. Dann 
ist nach Erörterung 37 das Doppelverhältnis der vier Elemente: 

(1,2,3,4)= ;;'-*i:;'-:^ = -l 1) 

"l ^2 "l '^2 

Diese Bedingung lässt sich in anderer Form schreiben: 
^-^.- = — ~--T-, oder (/i^ — AJO<,-A,) = — (/i^-A,)(^,— AJ, oder: 

/'i/'2-i(Aii+/',)(^i + M + ^i^ = .2) 

Durch diese Bedingung müssen also die Parameter verbunden sein, wenn 
die Gleichungen vier harmonische Elemente darstellen sollen. Sieht man drei der 
Parameter als gegeben an, so ist 2) eine Gleichung ersten Grads für den vierten. 

Liegen die Gleichungen dreier Punkte einer Punktreihe oder dreier Strahlen 
eines Büschels in der Form vor: 

und soll die des vierten harmonischen Elements: A-\-XBz=zO aufgestellt werden, 
so ist ' 

^K-\{^ + h){K+\)+KK = ^. 3a) 

wenn das vierte Element zum dritten conjugiert ist, dagegen: 

U,-^(A + ^)(A, + X3) + A,X, = 0, . . : . . 3b) 

wenn das gesuchte Element mit dem zweiten ein Paar bildet, und: 

^K-\{^-{-\)ih-{-K) + Kh = ^. 3c) 

wenn das erste und vierte Element als Paar zusammengehören. 

Erörtemng 53. Während es bei projektivischen Gebilden im Sinne des 
vorigen Abschnitts möglich ist, zu irgend einem Element des einen das entsprechende 
Element des andern Gebildes zu konstruieren, können harmonische Gebilde nicht 
ebenso als Punktreihen bezw. Strahlenbüschel aufgefasst werden, da sie nur aus 
vier Elementen bestehen, d. h. sie können nicht vervollständigt werden. Daher 
fallen die Ausdrücke: Gegenpunkte, Rechtwinkelstrahlen, Potenzpunkte, Potenz- 
strahlen, entsprechend gleiche Strecken oder Strecken hier weg. Dagegen folgt 
aus Anmerkung 82: 

Bei zwei projektivischen Strahlenbüscheln bildet jedes der Rechtwinkelpaare 
das eine, die Schenkel eines Paars entsprechend gleicher Winkel das andere Paar 
eines harmonischen Strahlenbüschels; insbesondere bildet das Rechtwinkelpaar und 
das Potenzstrahlenpaar ein harmonisches Büschel. 

Ebenso folgt aus Anmerkung 81 und 83, dass die Potenzpunkte und die 
Endpunkte entsprechend gleicher Strecken bei zwei projektivischen Punktreihen 
zwei harmonische Punktepaare sind. 

Erörtemng 54, Sind (Fig. 72) a, 6, c, d zwei Paare harmonischer Punkte, 
und ist m die Mitte von a6, so ist: 

ca:cb = — da: db^ oder: 

acicb = daidb = ad:bd^ aber: 

Cranz, Analytische Geometrie der Ebene. I. X5 
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ac = am-^-mc^ cb = mb — mc^ oder wenn l = | a 6, 

= -J- Z + w c, = l i — WC, 
ad = am-{-md^ bd = md — mi, 

:=z l l -\-md, = md — ^ Z, folglich: 

^ ? + w c md-{'ll 
-J^Z — mc md — ^l ' 

wendet man hierauf den Satz von der korrespondierenden Addition und Sub- 
traktion an (siehe Uebungsaufgabe 41), so erhält man: 

limc = md:l^ oder : 

P z=:mc.md 4) 

oder mit Worten: 

Halbiert man die Strecke zwischen zwei conjugierten Punkten 
einer harmonischen Reihe, so ist das Quadrat der halben Strecke 
gleich dem Rechteck aus den Entfernungen des Mittelpunktes Ton 
den Punkten des zweiten Paares. 

Erörterung 55. Aus Erörterung 39 folgt, dass wenn die vier Punkte a, b, e, d 
eine harmonische Punktreihe bilden, also das Doppelverhältnis (a, &, c, d) = — 1 
ist, das durch gleichzeitige Vertauschung der inneren Glieder und der Glieder 
des zweiten Paares entstehende (dort mit a, bezeichnete) Doppelverhältnis: 

(a, c, d, 6) = I 
wird; daraus folgt: 

ad , ötft j ac4-cd , ac-^cb , 

— j = 4 — -- oder: '-5 — = 4. *■=■ , oder: 

cd ^ cb cd ^ cb 

-— j- + 1 =i- r+Ti oder:—, +4 = +i— ^ 1 ^der: 
-^ + 1 . — = 1 . -^ , aber ac = — ca, folglich: 

7ä=H"^+76"} ^^ 

oder mit Worten: 

In einer harmonischen Punktreihe ist der reciproke Wert des 
Abstandes eines Punktes von seinem conjugierten gleich dem aritb- 
metischen Mittel aus den reciproken Werten der Abstände jenes 
Punktes von den beiden andern zugeordneten Punkten. 

Die Gleichung 5) kann man auch schreiben: 

j ' 2ca.cb M 

cd = . — r- 6 

ca-\-cb 

Die Grösse rechts hiess bei den Griechen das harmonische Mittel aus ca 
und cft, daher kommt der Name „harmonische Punktreihe". 



56. Sind a, &, c, d die vier Strahlen eines harmonischen Büschels, 
so ist: 
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sinda sindb , sinda . sindb 

. >-v = r^^ <>der: — ^ - + - ^ = 0, 

^nca sincb sinca sincb 

aber es ist unter Festhaltung des Drehungssinnes: 

da = dc-\- ca^ db = dc-^cb^ folglich: 

sin c a sin c b 

sindccosca-\-cosdcstnca ^^ sindccoscb-\-cosdcsincb 
sinca sincb 

oder nach Division mit sin de: 

cotgca-\-cotgdc-{-cotgcb'^catgdc =z 0^ oder, da de = — cd: 

cotgcd = ^\cotgca-\-cotgc^\ 7) 

Diese Formel entspricht der Gleichung 5) bei harmonischen Punkten. 

Erörterung 57. Sind a, &, c, d vier harmonische Strahlen, so ist: 

sinac , sin ad 

^-{ 7=^- = 0, 

sinbc sinbd 

aber, wenn m der Strahl ist, welcher den Winkel zwischen a und b halbiert^ so ist : 
ac= am-\-mc^ 6c = &m-|-»ic, adr= am-{-md^ 6d = 6w4-wd, 

«(?= — ma'\-mc^ bc=zma-\-mc^ ad=: — ma-\-md^ 6d = ma + wd, 

daher: ^.^ ^^ ^^ ^^-^ 

sin{inc — ma) sin(ind — ma) _ 

sin (wa -f- w c) sin (fnd-\-ma) 
oder (sehe Kleyer, Lehrbuch der Goniometrie, Formelsammlung 171): 

tg mc — tg ma , ig md — ig ma ^ , 

---?=^-' — ;^=^ + ^;^ -^^ = ö öder: 

^?wc + ^^t»a tg md-\-tg ma 

tg mc — tg ma tg ma — tg md 

tg mc-\-tg ma tg ma-^-tg md 

oder unter Berücksichtigung des Satzes von der korrespondierenden Addition 
und Subtraktion: 

tg mc:tg ma =^tg ma:tg md oder: 

tg'^md ^ tgma .tg mb 7) 

Diese Formel entspricht der Gleichung 4). 



58. Unter einem voll- Unter einem vollständigen Vier- 
ständigen Vierseit versteht man vier eck versteht man vier beliebige Punkte 
beliebige Geraden a, 6, c, d einer Ebene a, 6, o, d einer Ebene mit ihren 6 Ver- 
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mitihren 6 Schnittpunkten: «(von a und ft), bindungsgeraden: a (zwischen a und 6), 
ß (von b und c\ y (von c und d), d (von d ß (zwischen 6 und c), / (zwischen c und ^ 
und a), e (von a und c), f (von & und d). d (zwischen d und a), « (zwischen a und c\ 

C (zwischen 6 und d). 



Figur 74. 



Figur^JS. 





Diese 6 Schnittpunkte heissen die 
Ecken des vollständigen Yierseits. Die 
Verbindungsgeraden solcher Ecken, zwi- 
schen denen keine Seite ist, heissen 
Diagonalen, ein vollständiges Yierseit 
hat also drei Diagonalen : p (zwischen a 
und /), q (zwischen ß und ö\ r (zwischen s 
und l). 

Auf jeder Seite des vollständigen Vier- 
seits liegen daher drei Ecken, durch 
jede Ecke gehen zwei Seiten und eine 
Diagonale. 

Die Diagonalen schneiden einander in 
drei Diagonalpunkten: p und q in g^ 
q und r in TT, r und p in x. 

Auf jeder Diagonale des vollständigen 
Vierseits liegen zwei Ecken und zwei Dia- 
gonalpunkte. 



Diese 6 Verbindungsgeraden heisseo 
Seiten. 

Solche Schnittpunkte von Seiten, welche 
keine Ecken sind, heissenDiagonalpunkte: 
p (von a und y), q (von ß und ö), r (von « 
und Q- 



Durch jede Ecke des vollständigen 
Vierecks gehen daher drei Seiten, auf 
jeder Seite liegen zwei Ecken und eio 
Diagonalpunkt. 

Durch die Diagonalpunkte gehen drei 
Diagonalen : g durch p und g, n durch q 
und r, X durch r und p. 

Durch jeden Diagonalpunkt eines voll* 
ständigen Vierecks gehen zwei Seiteo 
und zwei Diagonalen. 



Aufgabe 94. Folgende beiden Lehr- 
sätze zu beweisen: 

An jeder Ecke eines vollständigen 
Vierseits bilden die durch sie gehenden 
Seiten das eine, die durch sie gehende 
Diagonale und ihre Verbindungsgerade 
mit dem nicht auf dieser Diagonale 
liegenden Diagonalpunkt das andere Paar 
eines harmonischen Strahlenbüschels. 

Auf jeder Seite eines vollständigen 
Vierecks bilden die auf ihr liegenden 



Auflösung. Es seien J. = 0, jB = 0, 
C= 0, D = die Gleichungen der Seiten 
des vollständigen Vierseits. Die Diago- 
nale p hat, da sie durch a gebt, die 
Gleichung Ä — ^j , jB = 0, da sie durch y 
geht, die Gleichung C—/ii D = 0, also ist: 

(p) (^-X,B)^(C-Ai,D) = 0. 

Ebenso ist die Gleichung der Diago- 
nale q: 
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Ecken das eine, der auf ihr liegende 
Diagonalpunkt und ihr Schnittpunkt mit 
der nicht durch diesen Diagonalpunkt 
gehenden Diagonale das andere Paar 
einer harmonischen Punktreihe. 



Erkl. 116. Nach Erörtenmg 18 läset sich, 
wenn die Gleichungen dreier Geraden gegeben 
sind, die Gleichung jeder vierten Geraden linear 
in den linken Seiten der Gleichungen der drei 
gegebenen Geraden ausdrücken. 



Figur 76. 




Figur 77. 



/ 









«i 



m 



und die Gleichung von Diagonale r: 

(r) {C^X,Ä)_(B-^,D) = 0, 

Nun lässt sich aber die Gleichung 
D = in der Form schreiben: 

(siehe Erklärung HG). 

Setzt man diesen Wert in die Glei- 
chungen für p, g, r ein, so erhält man 
durch Koeffizientenvergleichung die Werte 
für Aj, Aj, X,, Mi, it*2» i^s- Es wird die 
Gleichung von: 

(g):5+^ = 0, 



ir) : c + 






Ä = 0. 



Die Verbindungsstrecke von Ecke a 
mit Diagonalpunkt n muss eine Gleichung 
der Form haben: 

Ä-X,B—R-^uQ = 0, 
oder es muss: 



-".(^+1:)«] 



sein, woraus folgt: X^ = 






daher ist 



die Gleichung von a n : 



m. 



{an):A--'~B=^0. 

Nach Erörterung 50 bilden daher die 
Strahlen: 

A^O, B = 0, ^ + -^J5 = 0, 



m. 



m 



ein harmonisches Büschel. 

Der Beweis für den zweiten Lehrsatz 
wird genau ebenso geführt, wenn man 
unter ^ = 0, ^ = 0, C = 0, 

Wj Ä-\-m2 B-\-m^ C = 

die Gleichungen der Ecken des vollstän- 
digen Vierecks versteht. 
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Aufgabe 95. Folgende beiden Lehr- 
sätze zu beweisen: 

Auf jeder Diagonale eines vollständigen 
Vierseits bilden zwei Ecken und zwei 
Diagonalpunkte eine harmonische Punkt- 
reihe. 

An jedem Diagonalpunkt eines voll- 
ständigen Vierecks bilden zwei Seiten 
und zwei Diagonalen ein harmonisches 
Strahlenbüschel. 



Auflösung. I. Da das Strahlenbüsche) 

a (i, jp, a, an) nach dem ersten Satz 
von Aufgabe 94 ein harmonisches ist, 
so ist der perspektivische Schnitt des- 
selben, nämlich die Punktreihe ^, x, e, it 
harmonisch. Analog ist der Beweis für 
die anderen Diagonalen des Vierseits. 
II. Da nach dem zweiten Satz von 
Aufgabe 94 die Punktreihe o, (a n), b, p 
eine harmonische ist, so ist das zu ihr 
perspektivische Strahlenbüschel r (e, jr, t, ») 
ein harmonisches. Analog ist der Be- 
weis für die übrigen Diagonalpunkte des 
Vierecks. 



Anmerkong 87. Auf den vorhergehenden Sätzen beruhen die Lösungen folgender 
zwei Aufgaben: 

I. Es soll zu drei gegebenen Punkten der vierte harmonische nar mit 
Hilfe des Lineals gefunden werden. 



Figur 78. 






Ab- 



ziehe durch die gegebenen drei Punkte 
a, h, c drei beliebige Strahlen, welche 
durch einen Punkt q gehen, wähle auf 
cq ainen Punkt p beliebig, verbinde ihn 
mit a und h, ap schneidet hq in f, hp 
schneidet aq in e, ziehe ef, welche den 
Träger der Punktreihe in d schneidet 

Der Beweis folgt aus dem zweiten Lehr- 
satz von Aufgabe 94. 



a 



•6- 



X 



IL Es soll zu drei gegebenen Strahlen der vierte harmonische nur mit 
Hilfe des Lineals gefunden werden. 



Figur 79. 




Schneide die drei Strahlen a, 5, c durch 
eine beliebige Gerade in a, ß^ y, verbinde a 
und ß mit einem beliebigen Punkte n anf 
Strahl o; an schneidet Strahl & in (p, ßn 
schneidet Strahl a in «. Ziehe ^qo, welche 
aß in Ö schneidet, ziehe Od, so ist dies der 
vierte harmonische Strahl. 

Der Beweis folgt aus dem zweiten Satz 
von Aufgabe 95. 
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üebangsaafgabe 183. Zu den drei Strahlen: 

2iP + y+ 4 = 0, 
ic — 2^+14 = 0, 
x-{-y— 2 = 
den vierten hannonischen zu berechnen. 

AnilÖBung. Sieht man die beiden ersten Strahlen als erstes Paar aD, so muss: 

a;+y-2 = (2a; + y + 4)4-A(a? — y+14) = 

sein; man findet X = — 1/2- 
Die Gleichung des vierten harmonischen Strahls wird also nach Erörterung 50: 

(2a? + y + 4) + i/2(a; — y+14) = 0, oder: 

2(2a; + y + 4)-f-(a; — y4-14) = 0, oder: 

5a:4-y + 22 = 0. 



üebnngsaufgabe 184. Zu den drei Punkten: 

(1) 6 w + 4 t; — 9 = 0, 

(2) 2n + 4t? — 7 = 0, 

(3) 2m — 4t? + 5 = 

den vierten harmonischen zu berechnen, wenn (1) und (3) das erste Paar bilden sollen. 

AaflÖBang. Wenn: 

2M+4t;— 7 = (6«* + 4t; — 9) + ;1(2m— 4t; + 5) = 
die Gleichung von (2) ist, so muss die Gleichung des vierten Punktes sein: 

(6u4-4t; — 9) — A(2u— 4t;-|-5) = 0. 
Man findet Jnrch Yergleichung der Koeffizienten: 

A = — 1, folglich ist die gesuchte Gleichung: 
6tt4-4t;— 94-2«— 4i;-|-5 = 0, oder 2m— 1 = 0. 



üebangsaalgabe 186. Folgenden Lehrsatz zu beweisen: Auf jeder Seite eines voll- 
ständigen Vierecks büden drei Ecken und der Schnittpunkt dieser Seite mit der Ver- 
bindungslinie zwischen einer der andern Ecken und einem der Diagonalpunkte eine har- 
monische Punktreihe. 

Aoilösnng. In Fig. 76 sind z. B. auf Seite b die Ecken a, ß das eine, Ecke ^ und 

der Schnittpunkt von b mit ig das zweite Paar; oder a, l das eine, ß und der Schnitt 

von b mit dx das zweite; oder ß und t das eine, a und der Schnitt von b mit yn das 
zweite Paar. Denn die Seite b schneidet jeden der drei nach Satz I von Aufgabe 94 
harmonischen Strahlenbüschel, deren Mittelpunkt die Ecken e, ö, y sind. 



üebnngsaafgabe 186. Folgenden Lehrsatz zu beweisen: An jeder Ecke eines voll- 
ständigen Vierecks bilden drei Seiten und die Verbindungsgerade der Ecke mit dem 
Schnittpunkt von einer der andern Seiten und einer Diagonale ein harmonisches Büschel. 

Aullösiuig. In Fig 77 sind z. B. an Ecke b die Seiten a, ß das eine, die Seite C 
and die Verbindungsgerade von b mit Punkt (e g) das zweite Paar, ebenso a, ^ das erste, 
ß und die Verbindungsgerade von Ecke b mit den Punkt (d x) das zweite, oder ß, ^ das 
eine, a und die Verbindungsgerade von b mit dem Punkt (yn) das andere Paar. Denn 



232 Analytische Geometrie der Ebene. 

diese vier Büschel sind perspektivisch za den drei nach dem zweiten Satz von Anfgabe 94 
harmonischen Punktreihen, Vielehe auf den Seiten «, ö, y gelegen sind. 



üebnngsaiilgabe 187. Folgenden Lehrsatz za beweisen: 

Andeatnng. Schneidet man die Seiten eines Dreiecks, bezw. ihre Verlängerangen, 
durch eine Transversale und konstruiert auf zwei Seiten den vierten harmonischen Punkt 
zu den Endpunkten der Seiten und dem Schnittpunkt, so liegen diese zwei vierten har- 
monischen Punkte mit dem Schnittpunkt auf der dritten Seite in einer Geraden. 

AullÖBimg. In Fig. 76 seien a, Z), q die Seiten des Dreiecks ^^ die Transversale, so 
ist der vierte harmonische Punkt zum Schnittpunkt ^ auf h der Schnitt mit t q (Uebongs- 
aufgäbe 185), der vierte harmonische Punkt zum Schnittpunkt auf a der Punkt a (Uebungs- 
aufgäbe 185), diese beiden Punkte liegen aber mit dem Schnittpunkt q der Transversale 
und der dritten Seite q in einer Geraden. 



üebnngBaofgabe 188. Folgenden Lehrsatz zu beweisen: Zieht man von einem be- 
liebigen Punkte nach den Ecken eines Dreiecks drei Geraden und konstruiert in zwei 
Ecken des Dreiecks die vierten harmonischen Strahlen zu den Seiten und den Yerbin- 
dungsgeraden, so gehen diese zwei vierten harmonischen Strahlen und die Yerbindungs- 
gerade des Punktes mit der dritten Ecke durch einen Punkt. 

Andentnng. Der Beweis folgt ebenso aus dem Satz von Uebungsaufgabe 186 uDd 
Fig. 77, wie der Satz von Uebungsaufgabe 187 aus dem von Uebungsaufg. 185 und Fig. 76. 



ÜebnngBaofgabe 189. Den Lehrsatz von Uebungsaufgabe 188 auf analytischem Wege 
zu beweisen. 

Aoflösong. Sind J. = 0, B z=0, C =0 die Seiten des Dreiecks, so sind: 

Ä-^-XB^O und Ä-\'fiCz=0 

die Yerbindungsgeraden eines Punktes mit den Ecken II und III; die Gleichungen der 
hiezu harmonischen Garaden sind: 

A-^XB = und Ä-^fiC=0. 

Die Yerbindnngsgerade des Punktes mit der dritten Ecke, fttr welche J? = und 
0=0 ist, hat sowohl die Gleichung B -\-m G = 0, als die Gleichung: 

(Ä-^- X B) -^l {Ä-\- fi C) = 0, folglich ist für diese Gerade : 

Ä-\-XB+l{Ä-\-i^C) = QiB-i'mC); 

durch Koeffizienten vergleichung erhült man: 

l^ — 1, Q = X, w = — Y» 

also wird die Gleichung der Yerbindungsgeraden des Punktes mit der dritten Ecke: 

XB-^fiC = 0. 

Es ist nun zu beweisen, dass diese Gerade mit den beiden Geraden: 

Ä-'XB = und Ä-'XC=0 

durch einen Punkt geht. Es ist dies der Fall, denn wenn man die beiden letzten Glei- 
chungen von einander subtrahiert, so erhält man die erstere. 

üebangsanfgabe 190. Folgenden Lehrsatz zu beweisen: Yerbindet man einen Punkte 
mit den Ecken 1, 2, 3 eines Dreiecks und konstruiert an einer Ecke 1 den vierten bar* 
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monischen Strahl za den Seiten und der Yerbindungsgeraden, so liegt der Punkt a, in 
welchem dieser vierte harmonische Strahl die Gegenseite 2 3 schneidet, in gerader Linie 
mit den zwei Punkten h^ und c^ , in welchen die andern Seiten 3 1 und 1 2 von den 
Verbindungsgeraden 02 und 03 geschnitten werden. 

Aaflösnng. Die Verbindungsgeraden Ö2 und Ö3 haben Gleichungen von der Form: 

Ä-\-XC = und Ä-i'fAB = 0, 
also hat jede durch gehende Gerade eine Gleichung von der Form: 

(Ä + XC)-^l{A + fAB) = 0. 
Soll diese auch durch Ecke 1 gehen, so muss ihre Gleichung identisch sein mit 

B-j-fnC=0, also: 

woraus ? = — 1, also Gleichung von Öl: 

XC—iiBz^O, 

daher ist die Gleichung des vierten harmonischen Strahls zu Gl: 

XC-\-fiB^O. 
Die Gleichung einer durch a^ gehenden Geraden hat somit eine Gleichung der Form : 

während die Gleichung einer durch h^ gehenden Geraden ist: 

durch Koeffizienten vergleichung findet man y = \, daher als Gleichung von a^h^: 

^ + ^5 + X(7=0, 

dies ist aber die Gleichung einer Geraden, welche durch den Schnitt von -4-|-juB = 
oder von 03 mit 0=0 oder 1 2, d. h. durch Punkt c, geht 



ITebiingBaafgabe 191. Beweis des Lehrsatzes: Verbindet man einen beliebigen Punkt 
mit den Ecken eines Dreiecks und konstruiert in jeder Ecke den vierten harmonischen 
Strahl zu den Seiten und dieser Verbindungsgerade, so liegen die Schnittpunkte der 
vierten harmonischen Strahlen mit den Gegenseiten alle drei in einer Geraden. 

Beweis analog wie in Uebungsaufgabe 190. 



16). Koncentrische projektivische StrahlenbUschel und projektivische 

Punktreihen mit gemeinsamem Träger. 

Erörterung 59. In Abschnitt 13 wurden projektivische Gebilde erster Stufe 
in allgemeiner und in perspektivischer Lage untersucht. Neben der letzteren 
giebt es aber noch eine spezielle Lage zweier projekti vischen StrahlenbUschel 
oder zweier projektivischen Punktreihen, welche grosses Interesse bietet und für 
die Geometrie der Kegelschnitte (siehe die folgenden Teile dieses Werkes) von 
Wichtigkeit ist, nämlich der Fall, dass zwei projektivische Strahlenbüschel den- 
selben Mittelpunkt oder zwei projektivische Punktreihen denselben Träger haben. 
Man kann sich ein solches Doppelgebilde entstanden denken durch Ver- 
schiebung bezw. Drehung des einen von zwei auseinanderliegenden projektivischen 
Gebilden erster Stufe. 
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Man nennt zwei projektivische Strahlenbüschel mit demselben Mittelpunkt 
concentrisch, zwei projektivische Punktreihen mit demselben Träger aufein- 
anderliegend. 

Erörterung 60. Es seien Ä-^XB = und C-j- fA D = die Gleichungen 
zweier Strahlenbüschel oder zweier Punktreihen, von denen zunächst noch nicht 
vorausgesetzt zu werden braucht, dass sie projektivisch sind, es handelt sich 
darum, zu untersuchen, was die Bedingung dafür ist, dass sie aufeinanderliegen. 
Soll letzteres der Fall sein, so muss jedes Element des zweiten Gebildes, auch die 
Fundamentalelemente, zugleich Element des ersten sein, also: 

C=Ä-^X,JB = 0, oder: C=Qi(ä-^X^B) 

D = Ä-{-X^ JB = 0, oder: 2) = ^^ (J. + A^ E). 

C-{-tiD = Q^ (Ä-^ Xi B) -\- fi Q2 {Ä -j- X^ B)^ oder das Element im zweiten 
Gebilde erhält die Gleichung: 

A^±^h+^-^^^B = 0; 

da nun diese Gleichung zugleich das Element Ä-^XB = des ersten Gebildes 
darstellen soll, so muss sein: 

/ K — j > 

oder, wenn man ^*- = q setzt: 

X^-^X g — Xfi — A|^=0 1) 

Dies ist die Bedingung dafür, dass beide Strahlenbüschel concentrisch sind, 
bezw. beide Punktreihen auf demselben Träger liegen. 



Erörterung 61. Die Gleichung 1) enthält aber mehr als die Bedingung, dass 
beide Gebilde aufeinanderliegen, sie schliesst gleichzeitig die Bedingung der 
Projektivität ein. 

Bildet man nämlich in dem Gebilde der X das Doppelverhältnis von vier 
Elementen : 

{Xzt A.^1 A-j, Ag) = 



^5 ^-^3 . ^ ^3 



Aj A^ Ag A^ 

so wird dies vermöge des obigen Wertes von X (siehe Erörterung 60): 

QK-hi^t K _ ihlti^}:?^ qK-{-MüX^ _ ^i + ^3_^ 

ii:^5 ^ + ^'?___: (>+^6 g +i^s 

Q-hf^i g + /*4 C + A'e Q+fU 

g ^ O'» — ^4) + ^4 io K + /^5 ^2) — A'ö {q K + ^^4 K) 

' Q K (.Wo — ^'4) 4- ^liQK-ft^aK) — ^6 (q K + fi ^) 

= (Q^2^ (?K)(f^s — ^u) . (P ^ — g ^1)0^6 — ^*3) _. M j — fh . jM6_— !^^}_ 
{qX^ — qXJ (/I5 — fik) ' (^ Aj — (» ^i) K — /'4) /'s — /'i fH — ."4 

Dieses Besultat in Worten ausgedrückt heisst: Das Doppelverhältnis von 
vier Elementen des einen Gebildes ist gleich dem Doppelverhältnis von vier 
Elementen des andern. 
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Erortenmg 62. Wenn man bei zwei projektivischen Strahlenbüscheln mit 
gemeinsamem Mittelpunkt oder bei zwei auf derselben Geraden liegenden projek- 
tivischen Punktreihen einen Strahl bezw. Punkt festhält, so kann derselbe entweder 
als zum einen oder als zum andern Gebilde gehörig angesehen werden. Gehört 
er zum ersten, so entspricht ihm im zweiten Gebilde ein bestimmter Strahl bezw. 
Punkt; gehört er zum zweiten Gebilde, so entspricht ihm im ersten ein anderer 
Strahl bezw. Punkt. Ebenso entsprechen dem Punkte im Unendlichen auf dem 
gemeinsamen Träger zweier Punktreihen die beiden Gegenpunkte. Es erhebt 
sich jedoch die Frage, ob es nicht Elemente giebt, denen im andern Gebilde 
derselbe Strahl bezw. derselbe Punkt entspricht. 

Es seien J. -f A JB = und J. + ^ i = die beiden aufeinanderliegenden 
projektivischen Gebilde, so müssen X und n durch die Gleichung: 

a;L/i + &X + c/i + d = 2) 

verknüpft sein. Soll nun das Element mit dem Parameter X des ersten Gebildes 
im zweiten Gebilde sich selbst entsprechen, so muss ju = A sein, oder: 

aA' + (6 + (?);i-f d = 3) 

Dies ist eine quadratische Gleichung für X, welche zwei reelle oder zwei 
imaginäre Wurzeln oder eine reelle Doppelwurzel hat, je nachdem dieDiscriminante: 

(j-[-c)»— 4a d>0 oder <0 oder = 4) 

ist. Im ersten Fall erhält man also zwei Elemente in jedem Gebilde, welche im 
andern sich selbst entsprechen, im zweiten Falle keines, im dritten Falle eines. 
Solche Elemente, welche sich selbst entsprechen, nennt man die Doppel- 
elemente der aufeinanderliegenden projektivischen Gebilde. Ihre Parameter 
bestimmt die Gleichung 3), deren Koeffizienten durch drei Paare zusammen- 
gehöriger Elemente bestimmt werden (siehe Aufgabe 89, Gleichung 21). 

Erörterung 63. Die geometrische Bedeutung des in Erörterung 62 erhaltenen 
Resultats, dass nämlich zwei Doppelelemente bei zwei aufeinanderliegen- 
den projektivischen Gebilden vorhanden sind, oder keines, oder ein 
einziges, je nachdem der Ausdruck (b-\-cy — 4ad>0, <0, =0 ist, 
hängt wesentlich mit der Frage zusammen, ob die Richtung bezw. der Drehungs- 
sinn, in welchem beide Gebilde durchlaufen werden, die gleichen sind oder nicht. 

Unter dem positiven Sinn eines Strahlenbüschels versteht man die 
Drehungsrichtung, bei welcher man aus dem Strahl a über 6 in c gelangen kann, 
unter dem positiven Sinn einer Punktreihe die Richtung auf dem Träger, bei 
welcher man (unter Umständen durch den im Unendlichen gelegenen Punkt hin- 
durch) aus a über 6 in c kommt. Liegt z. B. Punkt c rechts von a, noch weiter 
rechts Punkt &, so kann man von a nach b und c gelangen, wenn man nach 
links in unendliche Entfernung fort geht, dann aus unendlicher Entfernung von 
rechts auf der Geraden herein bis h und c. Zwei Strahlenbüschel oder zwei Punkt- 
reihen oder ein Strahlenbüschel und eine Punktreihe heissen gleichliegend, 
wenn der positive Sinn bei beiden der gleiche ist. 

Diese geometrischen Verhältnisse sind nun auf einen analytischen Ausdruck 

zu bringen. 

Man nehme zunächst den Fall einer Punktreihe an. Die Gleichung der 
Punktreihe sei ^ + A5= 0, der Punkt a oder A = liege links von b oder 
^ = 0, der Punkt x oder Ä-\-XB = fällt dann mit a zusammen, wenn X = 0, 
mit J, wenn ;i = ± qo , mit dem Punkte im Unendlichen, wenn ^ = — 1. Wächst 
also X von — 00 bis + qo , so rückt x vom Punkte b zunächst nach rechts in 
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unendliche Entfernung, dann von unendlicher Entfernung von links her gegen 

a und b hin. Dabei bedeutet X das negative Verhältnis der Strecken a;a und xb> 
Hat man also zwei Punkte x und y, für welche A^ und Xy die zugehörigen Para- 
meter sind, so ist: 

Aj. Ay _ - — J— - - - : : 

xb yb xb-y b 

ab\y a ~ xa) ab >yx 

xb .^ b xb.y b 



So lange also x b und y b gleiche Richtung, also gleiches Vorzeichen haben, 

d. h. so lange y und x beide auf der gleichen Seite von b liegen, hat die Strecke y x 
gleiches Vorzeichen mit X, — ;Ly, oder wenn Xx grösser als Xy, so liegt x rechts 
von y, vorausgesetzt, dass als positive Richtung auf der Geraden die von links 
nach rechts gewählt wird. 

Werden dagegen y und x durch b getrennt, so haben x b und y b entgegen- 
gesetzte Richtung, folglich hat die Strecke y x entgegengesetztes Vorzeichen, oder 

wenn Aar >Xy, so liegt a? links von 3/. Die Strecke xy ist daher proportinal 
zur Grösse X^ — Ay und hat das entgegengesetzte Vorzeichen wie 
Xx — Xy, wenn x und y auf derselben Seite von b liegen, das gleiche, 
wenn x und y durch b getrennt werden. 

Es mögen nun drei Punkte, 1, 2, 3, auf einer Geraden liegen, so kann 
ihre gegenseitige Lage eine sechsfach verschiedene sein (siehe Fig. 80): 



Figur 80. bei sind die Strecken 1 2, 2 3, 3 1 

1 2 3 
(a) • „ (g) „ „ „ + + - 

1 8 2 
(6) „(&)„„ „ H 

2 1 3 
(c) « (c) r „ « — + - 



1 


2 


3 


1 


3 


2 


2 


1 


3 


2 


3 


1 




1 


2 


3 


2 


1 



{d) „ (rf) „ „ „ - + + 

1 2 

(e) .— . „ (ß) n ,, « + — + 

if) ^ «(/*)«« « - - + 

Wählt man die Richtung von links nach rechts als positive Fortschreitungs- 
richtung, so hat die Punktreihe 1, 2, 3 in den Fällen (g), (d), (e) einen positiven, 
in den Fällen (6), (c), (f) einen negativen Sinn^^ In den drei Fällen (a), (ß), [e] 
ist das Produkt der drei Strecken 12, 2 3, sT negativ, in den anderen drei 
Fällen ist dieses Produkt positiv. Man kann also den Sinn einer Punktreihe 
dadurch definieren, dass man sagt: wenn das Produkt der drei Strecken 
12, 2 3, 3 1 negativ ist, so hat die Reihe positiven Sinnund umgekehrt. 
Würden nun alle drei Punkte auf derselben Seite des Fundamentalpunktes h 

liegen, so wären die drei Strecken 12, 2 3, 3 1 nach Richtung und Grösse pro- 
portinal den Differenzen X^ — A^ , Aj — Aj , A^ — Aj , somit hat in diesem Fall der 
Sinn der Reihe das entgegengesetzte Vorzeichen wie das Produkt (A^ — A^ ) (A, — A,) 
(^i-— ^s)' Liegen aber die Punkte auf verschiedenen Seiten des Fundamental- 
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Punktes &, so ist zu beachten, dass immer zwei dieser Strecken den Punkt b ein- 
schliessen, die beiden negativen Vozeichen sich also in dem Produkt aufheben 
müssen. Als analytischer Ausdruck für den Sinn einer Punktreihe ergiebt sich 
also in jedem Falle: 

Ist das Produkt (Ä4 — A,)(A, — ^5) (Aj — A^) negativ, so hat die Punkt- 
reihe 1, 2, 3 positiven Sinn, ist dieses Produkt positiv, so hat die 
Reihe negativen Sinn. 

Aus der Analogie zwischen Punktreihen und Strahlenbüscheln folgt, dass 
die gleiche Definition auch für Strahlenbüschel gilt (siehe Erörterung 36» 
Aufgabe 90, Erklärung 112 und 113). 

Erörterung 64. Es mögen nun die beiden aufeinanderliegenden projektivischen 
Gebilde : 

A-i-XB = und -4 + /ui?=0 

gegeben sein, wo A und fi durch die Gleichung: 

aXfH'{'bX-\- CfA'{'d = 

verbunden sind, A^, A,, A, und ju^, ju,, jti, mögen drei zusammengehörige Elemente 
jedes Gebildes bedeuten, dann lassen sich bekanntlich (siehe Aufgabe 82 und 89) 
die Grössen; a, 6, c, d berechnen. Man bilde nun das Produkt: 

^ = (^i-^2)(^-^,)(^-^i) 5) 

so ist wegen der Gleichung zwischen A und /c: 

p_/ c/i^ + d c^ij + dW c/w,+t? c^3 + d\ 

i^ _?_^3 +J^. I gi "t+^ \ 

\ aiW3 + 6 "■ a/wi + ft / 

_ (fec — ae?)(iMt — A/^) (6 c — a d) (ju^ — AI,) (fec — a d)(.ii3 — //J 
(a/iij + 6)(a/ij + 6) ' (a /i , + 6) (a ^w, + 6) * (a iw, + 6) (a ^u^ + 6) 

- (a^V+6)>^,+'62)(a^3 + J)' '^ 

Setzt man also: 

J^' = (^i — ^2) (a'2 — ^s) (/'s — A^i) 7) 

so ist: 

P (6c-ad)' . 

P^=== ^~ ^^ 

wo Q wegen der Quadrate jedenfalls positiv ist. 

Aus der Gleichung 8) ergiebt sich daher, dass die beiden Gebilde 
gleichliegend sind, wenn (6c — ad) negativ ist. 

Erörterung 65. Das Resultat der vorigen Erörterung giebt ein Mittel an 
die Hand, um zu entscheiden, ob bei zwei aufeinanderliegenden projektivischen 
Gebilden Doppelelemente vorhanden sind, oder nicht. 

Sind die Gebilde ungleichliegend, so ist 6 c — ad positiv, daher 4 6 c > 4 a d^ 
folglich ist die Discriminante : 

(6 + c)^ — 4 ad oder: 6^-|-^* + 26c — 4ad oder: 
6^— 26c-f-c^-(-4*^ — ^o.d^ oder: 
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(6 — c)» + 46c— 4ad>0, 

d. h. es giebt nach Erörterung 63 zwei reelle Doppelelemente. 
Sind die Gebilde gleichliegend, so muss sein: 

(6 — c)»>4(ad — 6c), 

ad — bc ist aber in diesem Falle positiv, daher kann es nunmehr vorkommeD, 
dass (6 — c) ' < 4 (a d — bc) wird, dass also keine Doppelelemente vorhanden sind. 

Zusammenfallende Doppelelemente kann es nur in dem Falle gleichliegender 
Gebilde geben, und zwar wenn (6 — c) = 4 (a d — J c). 



Aufgabe 96. Die Doppelpunkte 
zweier aufeinanderliegenden projekti vi- 
schen Punktreihen geometrisch zu kon- 
struieren. 



Figur 81. 




In Fig. 81 fehlt beim Schnittpunkt der bei- 
den ÜjreiBbOgen der Punkt r, weiter rechts der 
Punkt ^. 



Auflösiing. Analysis. Es seien ^,^' 
die aufeinanderliegenden Punktreihen, 
r und g^ die beiden Gegenpunkte, a und a' 
ein Paar entsprechender Punkte, g und h 
die gesuchten Doppelpunkte. 

Nun muss nach Erörterung 46: 



rg-q'g = ra.q'a' 

Es ist also r g' so zu teilen, dass das 
Produkt der Abschnitte = ra.g'aMst; 
und zwar muss bei ungleichlaufenden 
Punktreihen der Teilpunkt ausserhalb r g" 
liegen, bei gleichlaufenden zwischen 
r und q'. 

Konstruktion. Bei ungleichlaufenden 
Punktreihen (Fig. 81) mache r a" = j'a', 
beschreibe über aa*' einen Halblö^s, 



Figur 82. 




der von einem auf dem Träger in r errich- 
teten Lote in r geschnitten wird, ziehe t \) 
parallel undgleichr^;' und beschreibe durch 
r und \) einen Kreis, dessen Mittelpunkt 
auf dem Träger liegt und der den letzteren 
in g und h schneidet, so sind g und h 
die Doppelpunkte. Bei gleichlaufenden 
Punktreihen beschreibe man ausser dem 

Halbkreis über aa'* noch einen überrj', 
und ziehe durch r die Parallele zum 



Koncentrische projektiviBche Strahlenbüschel a. Panktreihen mit gemeinsamem Träger. 239 

Srkl. 117. Die hier gegebene Eonstraktion Träger, welche den zweiten Halbkreis 

setzt andere Hilfsmittel Toraus, als die im Bis- in g und f) schneidet. Die Lote von 

herigen behand^ten: Ponkt und Gerade, ist ^ u^^ u ^uf den Träger geben die 

aber hier der ToHständigkeit halber angefahrt. 2v plnnnktp 

Beweis. In Figur 81 ist r a'' = j'a 

daher ra.ra!* = ra^q^'a* = rx^ (nach 
dem Höhensatz im rechtwinkligen Dreieck, 

Krkl. 118. In jedem rechtwinkligen Drei- si^he Erkl. 118). Nach dem gleichen 
eck ist das Quadrat der Höhe gleich dem Becht- Satze ist: 

eck aus den Abschnitten der Hypotenuse. — i — ^-r — I7~ 

^^ rt =rg.rh = rg.q'g, 

folglich : 



In Figur 82 ist r a*' = 3' a\ 



rx = ra .rä^' = ra.q'a*^ aber: 
rr = 5^9 = A^, und 



^9' = ^^'•ff'*» folglich 



^9 'Q.^ ff ^ ra,q' a\ 



Aufgabe 97. Zwei aufeinanderliegende 
projektivische Punktreihen sind durch drei Auflösung. Man nehme eine beliebige 
Paare entsprechender Punkte gegeben. Gerade G" an und konstruiere auf ihr 

Die Reihen sollen ergänzt, auch ihre von einem beliebigen Mittelpunkt aus 
Gegenpunkte gefunden werden. eine zu der Punktreihe a, S, c, d per- 

spektivische Reihe af\ &", c", d". Dann 

Figur 83. 

// ^, ^^^■^■' 

oor- \^J >5f* .y 



00 






9- ->c^- f....^.-:./i...i, 



y- t, . . > 



<^' q'/(tU^^n^ 






/ ^ '' 



/ "^Ö 






/ 



240 



Analytische Geometrie der Ebene. 



kann man nach Uebungsaufgabe 173 
und 178 die beiden projektivischen Punkt- 
reihen af\ &", c" und a\ h\ c* ergänzen 
und in beiden die Gegenpunkte r" und cf 
suchen. Schliesslich hat man die Punkte 
auf ff" wieder auf den alten Trager 
von aus zu projicieren. 



Aufgabe 98. Die Doppelelemente von ., ^. u-. 

zwei concentrischen Strahlenbüscheln zu Auflösung. Schneide die beiden con- 
zeichnen. centrischen Strahlenbüschel durch eine 

Figur 84. 




beliebige Gerade 5, so entstehen auf ihr 
zwei projektivische Punktreihen. Zu 
diesen kann man die Doppelpunkte nach 
Aufgabe 96 zeichnen. Dieselben geben 
mit dem Centrum verbunden die Doppel- 
strahlen der beiden Büschel. 

Anmerkung 88. Sind beide Strafalenbüschel ungleichlaufend, so giebt es nach 
Erörterung 66 stets Doppelstrahlen. Sind aber die StrablenbUschel gleichlaufend, 
dann mögen in Fig. 84 Q und R* die nicht entsprechenden Schenkel der Rechtwinkel- 
paare (siehe Aufgabe 91) und G, H\ G', W die Potenzstrahlen, (siehe Uebungsaufgabe 180) 
sein, so ist, wenn A und A' ein Paar entsprechender Strahlen sind: 

tyQAAgB^' = —tg''^. 

Konstruiert man nun zu den drei Strahlen 6r, E, A den zu A gehörigen vierten har- 
monischen Strahl j4o, so ist nach Erörterung 58, weil Q den Winkel zwischen G und Ü 
halbiert (Uebungsaufgabe 180): 

tg QA , tg QA, = tg'' QG. 

Es muss daher ^B'A' = —^QAq sein, oder die Strahlen Aq und A' bilden nach 
entgegeugesetzter Richtung mit G und G' gleiche Winkel. Legt man nun senkrecht zur 
Halbierungsgeraden des Winkels GG* eine Gerade T, so schneidet diese die beiden 
Btkschel in projektivischen Punktreihen, durch deren Doppelpunkte die Doppelstrahleo 
des Büschels gehen müssen. Die Schnittpunkte g,h\ g\h der Strahlen G,H\ G\ff 
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Prelsgelcrdnt in Frankhirt a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei Werk, welchem keiH ihnllehes inr Sdte Btehti enchefnt monadlck in S— 4 
Heften in dem klUigren Pretee tod 25 ^ pro Heft nnd bringt eine Sammlnng der widitig- 
Bten nnd praktiechsten Aufgaben ans dem C^esamtgebiete der MatbematUc, Pbjslky 
Meebanik, matb. Geographie y Astronomie , des Masebinen-, Strassen- » Eisenbahn-, 
Bridcen- nnd Hoebbanesy des konstmktifen Zeichnens etc. etc. nnd iwar in r^lstibidlg 
gelöster Form» mit Tielen Figuren, Erkllmngren nebst Angäbe nnd Sntwidcelnng der 
lienntrten Sitie, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Ltauif 
Jedermann Terstftndlicb sein kann, beiw. wird, wenn eine grossere Ansahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ilurer Gesamtheit erg^uen nnd alsdann anch alle 
Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbstindigen K^- 
teln angeordnet — Torliegen. 

Fast Jedem Hefte ist ein Anhang von nngrel9sten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezflglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
ttberlassen bleiben, und zugleich -Ton den Herren Lehrern für den Schulunterridit benutit 
werden können. — Die Losungen hiersu werden sp&ter in besonderen Heften fBr die Hand da 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InbaltsTWieieh« 
nis, Berichtigungen und erlftutemde Erklärungen über das betreifende Kapitel sur Ausgabe. 

Das Werk behandelt sunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-natnrwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. nnd IL <M., gleieb* 
berechtigten bSheren Bfirgerschulen, FriTatscbnlen, Gymnasien, Realgyauiasien, Pre- 
gymnasien, SchuUehrer- Seminaren, Polytechniken, Tediniken, Baugewerksckulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, teohn. Torbereitungsscbulen aller Arten» gewerbli^e 
Fortbildungsschulen, Akademien, üniTersitäten, Land- nnd ForstwissensekaflsseknleB, 
Militftrsebnlen, Torbereitnngs-Anstalten aller Arten als i. B. für das Ei^|lkrlg*Frd- 
willige- und Offlsiers-Ezamen, etc. 

Die Sebttler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen mid 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Sekritt geUste, Aufgaben- 
Sammlung immerwihrend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg sum nnfehlbaren Auffinden der Lösungen der* 
Jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prttfungen su lösen haben, zugleich aber anch 
die llberans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen "Vinssenschaften TorgefiQhrt. 

Dem Lehrer soU mit dieser Aufgabensammlung eine krifUge Stiltie ftkr den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des prakttseben Teiles der mathematischeD 
Disziplinen — zum Aullösen TOn Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
flbrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen h&nslichen Arbeiten eine toU- 
stftndige Anleitung in die H&nde gegeben wird, entsprediende Anligabeaa an Kisen» die ge- 
habten Regeln, Formeln, S&tze etc. anzuwenden and praktisch zu rerwerten. Lml^ Uobe 
und Terstftndnis für den Schnl-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden* 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Faebgenossen aller Art, Mültlrs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur AuffMschung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen nnd zugleich durch ihre prakttscben in äUen Berufs* 
zweigen rorkommenden Anwendangen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zn weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forsebnngen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenonunen und mit Angabe der Namoi 
verbreitet — Wünsche, Fragen ctc, welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yerihsier, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und whrd deren EUedigoBf 
tkunlichst berücksichtigt 

stattgmrt Die Terlagshandliiiig. 
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mit T sind die Potenzpunkte dieser beiden Reihen (siehe Uebungsaufgabe 179), also sind 
die Mittelpunkte r nnd ql von ^A, bezw. g*h' die Gegenpankte, und es können somit 
nach Aufgabe 96 Doppelpunkte in diesen zwei Punktreihen nur auftreten, wenn gh 
und gfh* nicht tlbereinandergreifen, oder: die beiden konzentrischen Strahlenbtlschel 
können nur dann Doppelstrahlen haben, wenn die Potenzstrahlenpaare ff, ff und ff^ K* 
getrennt liegen. 

üebüngsanfgabe 192. Den Abstand der Gegenpunkte, sowie der Doppelpunkte zweier 
aufeinanderliegenden projektivischen Punktreihen analytisch auszudrücken. 

Auflösung. Es seien J. = 0, ^ = die Gleichungen der zwei Grundpunkte a und 5, 
deren Abstand a sei, A-\»\y jB = und ji-^^A^. -B = die Gleichungen zweier Punkte 
y, z auf dem Trftger a&, dann ist unter der Voraussetzung, dass die Gleichungen J. = 
und jP = in der Nonnalform gegeben sind: 

Ay = =:^, AjB = — -=r (siehe Anmerkung 65), daher ist: 

yh xh 

. xa ya^ xa.y h^ya.xh 



xb ^ yb xb,yb 

{xb — ab) yb — (tfb — ab)xb ab(xb — yb) 

xb.yb xb,yb 



, oder: 



Femer ist: 



xb,yb xb.yb 



. I- - xa xb — xa xb — (xb-^ab) ab a 



xb xb xb xb xb 



wenn zur Abkürzung a statt ab gesetzt wird, ebenso ist natürlich: 



a 



A« + l = ^=r'' daher: 
yb 

(Ay —Aar)« __ 



ay + l)a, + l) ""^ ^^ 

Es seien nun die beiden Punktreihen A-^-XB =-0 und ui + jw J? = durch die Be- 
dingung der Projektivität: 

aXpL'\'bX'\-Cii-\'d=^0 

mit einander verbunden ; r und p* seien die Gegenpunkte, ^^ und g^ die Doppelpunkte, 
Q und n'^ A^ und A, bezw. die zugehörigen Parameter; dann ist nach Aufgabe 89: 

d—c , d—b 
*^ a — b a — c 

während A und A, die Wurzeln der Gleichung: 

aA' + (6+c)A + ti = sind. 
Aus Gleichung II folgt nun: 

_r^_ _ Ai— p _ Ai (a— 6) — (i— c) 

^ ^ 'ar+i)((>i+iy"^ (Ai+i) (a-ö-c+c?)* 

iL. — ^2— g bl^~^^]:r ^'z^l 

a ^ (A, + l)(^+l) - (^,4.i)(a-6-.c"-f(?)'' 



r 



rp' __ n'—Q {a^b){d—b) — {a—c ) { d—c) __ b —e _ 

« "" (tt' + 1) r^ + 1) "" (a_ft_c + cl)* — —a— J— c + e^ 
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g^g^ ^2 — ^i ^2 — ^i 



(;ii + 1) (Ai + 1) ~ x,x2+Xi+x,+i 



p'g ^ Xi —rt^ Xt(fl— c) — (<g— 5) 



« - (X, + l)(;r'+l) - a, + l)(a-6-c + d)' 

Ans der quadratischen Gleichnng für X, deren Wurzeln X^ und X^ sind, folgt, dass das 

Produkt Xi A, = — , die Summe ^i+A^ = -^- ist, folglich ist: 

XtX,+A2 + A, + l = — ^ ^ , also: 



a a — 6 — c-\'d 

Da die Auflösung der quadratischen Gleichung giebt: 

— (6+c)+V(& + c)» — 4äd 



^1 = 



2a 



folglich die Entfernung der Doppelpunkte: 

_ a Vijb + c f ~—~4ä d 

9i92 — —-a—b--C'^d ' • • • 

dagegen fand sich oben für die Entfernung der Gegenpunkte: 



IH) 



rp' = ^ ±-y IT) 



üebnngsanfgabe 103. Die gegenseitige Lage der Doppelpunkte und der Gegen- 
punkte zweier aufeinanderliegenden Punktreihen analytisch zu untersuchen. 



AnflÖBimg. Bildet man die Summe der Strecken rg^ und p' gj, so erhält man: 



j^g,±p^g, __ X, (x,+i)(a~6)+X, (X. + 1) (a-c)--(d^c) (A*±l)~i^-^(k+i) 
a — (Xi + l)(A2 + l)(a— 6— c + d) 

Der Zähler in diesem Ausdruck wird: 

Xi X^ (a—ft + a — c) + X, (a— & + &— eO + X2(a— c + c — rf) — ^+c— d + 6 
= Xi Xj (2 a—b-^c) + (;ii +;i7) (a—d) ^b-^c—2 d 
_ <f(2fl— &--C) — (6 + c)(a — <g) + o(6 + c— 2^0 

a 

2ad — bd — cd — ah — ac-^bd'^cd'-\^ab-^ac — 2ad 

a 

Es ist somit: _ _ _ . _ 

r9\+P'92 = 0, oder rg^ = —p'g^; 

d. h. der Punkt ^, liegt von r in entgegengesetzter Richtung soweit ab, als g^ von jp', oder: 
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Die Doppelpunkte liegen gleichweitab von der Mitte der Strecke zwischen 
den Gegenpankten. 

Das gleiche Resultat erhält man durch Addition der Strecken rg, und p%. 

Um zu untersuchen, ob die Gegenpunkte von den Doppelpunkten eingeschlossen werden 

oder umgekehrt, sind die absoluten Werte der Strecken g^g^ und rp' ohne Bficksicht 
auf ihr Vorzeichen zu vergleichen; dies geschieht, wenn man ihre Quadrate vergleicht. 

Es ist also g^gt^^Tp*^^ wenn: 

{fi^cy^4,ad>Q>—c)\ oder: 
6» + 2 6c + c»— 4af?>6'— 2 6c + c», oder: 

hc — ad>0 ist. 



Dagegen ist gtgz^^rp'^, wenn: 

{b +c)»— 4 ad < (&— c)», oder: 
bc^ad<0. 

Nun ist aber nach Erörterung 64 bc — ad^O das Kriterium dafflr, ob die Punkt- 
reihen entgegengesetzt oder gleich laufen, man erh&lt daher das Resultat: 

In zwei aufeinanderliegendenPunktreihen liegen dieDoppelpunkte ausser- 
halb der Gegenpunkte, wenn die Punktreihen ungleichlaufend sind, dagegen 
liegen dieDoppelpunkte, falls solche vorhanden sind, zwischen den Gegen- 
pankten, wenn die Pnnktreihen gleichlaufen. 

Das eben erhaltene Resultat ist geometrisch leicht aus Fig. 85 und 86 nachzuweisen: 

Figur 85. 
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Während in der ersten Panktreihe ein Punkt deu Weg A von r bis oo zurücklegt, 
moss sein entsprechender Punkt in der zweiten den Weg A* von oo bis p* durchlaufen, 
während er in dar ersten den We^i^ B von oo bis r macht, durcheilt der entsprechende 
den Weg B' von p* bis oo. Die Fig. 85 und 86 zeigen, dass bei gleichlaufenden 
Punktreihen Teile entsprechender Hälften nur zwischen r und p\ bei ungleich- 
laufenden Punktreihen nur ausserhalb r und p* tibereinanderliegen. 



üebongsanlgabe 194. Die Potenz zweier aufeinanderliegenden projektivischen Punkt- 
reihen in den Koeffizienten der Projektivitätsgleichung auszudrücken. 
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Auflösung. Nach Uebungsanfgabe 180 ist fQr ein Paar entsprechender Punkte a, a' 
zweier projektivischen Panktreihen das Produkt ra,q*a' konstant = iS;^ Da nun in 
jedem Doppelpunkt zwei entsprechende Pankte zusammenfallen, so ist: 



es ist also vermöge der in Uebangsaufgabe 192 angegebenen Werte: 

~ a. + l)a2 + l)(^+l)'"" (Aaj + X.+A, + l)(e+l)» 
(d (6+c)(e?-c) {d-cY \ 3 

"" (a — 6— c + d)' 



aia- by 

_ _ a' [dia—by-\-(h-{-c) (d—c ) (a ^h) + a{d—cy] 
"" (a— 6— c + ^)' 

a* [a^d-^ad^'^b^C'-\-hc^ — abd — abc—acd — bc€f\ 
^ ~" (a — d— c + cQ» ^ 



— (a— 6 — c + (0' 

_ g»(a(^— 6c)( fl— 6— c + ^) 

j a(i — bc ^ 6c — ad 

* — - « • (a— 6-c4^)«^ ■" ^ ' (a-6-c+^' 

Die Potenz hat also das gleiche Vorzeichen wie bc — ad^ oder: die Potenz zweier 
gleichlaufenden Punktreihen ist negativ, zweier ungleichlaufenden positiv. 



uebungsanfgabe 1%. Es soll die geometrische Bedeutung des in Erörterung 65 
enthaltenen Kriteriums für die Existenz von Doppelpunkten bei gleichlaufenden Punkt- 
reihen angegeben werden. 

Auflösung. Nach Erörterung 65 giebt es bei gleichlaufenden Punktreihen auf dem- 
selben Träger keine Doppelpunkte, zwei, oder einen, je nachdem (6 — c)']> oder < 
oder =4(a(2 — 6c) ist. Nach (Jebungsaufgabe 194 ist: 



ad^bc = '-^^{a—b--c + d)^ = ^^''^^' -(a— 6— c + cQ»; 

aber nach Uebungsanfgabe 192 und 193 ist: 

(6— c)a 



rgi + rg2 = rgi —p'gi =zrp' = — 



a—b — c-\-d 



Nun muss, wenn die Strecken rgi und rg2, also die Punkte g^ und g^ reell sein sollen, 

(rgi — rgiY^O sein, oder; 
^Pi ' + »*^2 ' — 2 r^i . rg^ ^ 0, oder: 
^9i * + ^^2 ' + 2 rp2 . rg2 ^ 4 r^ . r^^,, oder: 
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{rgi + r^* ^ 4 rgt . r^; oder: 
(b—cya^ > 4a'(a(l— &c) 



(&-c)'>4(ae?— &c). 



y^, oder: 



Ist {b — c)'>4(a(l — 6 c), so sind rgi und r^i beide reell und von einander verschie- 
den. Ist (6 — c)' = 4(ad— Äc), so ist r^i = r^j, die Doppelpunkte fallen in der Mitte 
zwischen den Gegenpunkten zusammen. 



üebimgsaiifgabe 196. Der Satz von der Potenz projektivischer Ponktreihen ist in 
Erörterung 46 geometrisch bewiesen (siehe Uebungsaufgabe 180). Er soll ffir den Fall 
zweier projektivischen Punktreihen auf demselben Träger auch analytisch bewiesen 
werden. 

Aoflösimg. Sind X und ^ die Parameter von zwei entsprechenden Punkten a und a', 
so dass die Gleichung besteht: 

aX/i + 6A. + C/i + d = 0, 

so ist nach Uebungsaufgabe 192: 

«»(X-g)(M-gO aHXfi — W'-fi\g-\rQ^')((i'-'^K(*—o) . 



'j tt* 



*■**•*"* -(X+l)(;i -t-l)(ß + !)(»'+ i) "" (i/« + A + /i + l)(a-&-c + (J)» ' 
aber * 

, " h\±c^d , Xd-Xh (O-jie , (d-c) (d— g ) . 

daher: 

. * , , , 6X + c/i + d Xä-Xb fid-fic (c^d)(d^b) 

X^^Xn^f,g-^gn = ^--^ ^Ziy— (a-6)(a~ c)" = 

;t[6(flt-c)(a-5) + a(e?-&)(a-6)]+|u[c(a-c)(a~&)+a((^-c)(a~c)J+ <f(a-c)(a-6)-f-a(c-d)(<^--6) 

a(a — c)(a — 6) ~ 

"" a(a^c)(a — b) 

A(a — 6)"(a^— Z>c)4-At(a— c) (ad — 6c)-f-(a(i— 6c)(a — J) 

a{a — c){a — b) 

(6c-a(0[X(a— &)+/i(a— c) + (a— (0] 



a(a''C)(a — b) 
Femer: X/i + X + ^A+l 



=- ^^+?+'^ +x+M+i=- 



(6-a)X + (c-a)/i + ( <^ ~fl) 

a 



, oder: 



,^ + ,+^+l=i5=^^ + (^)ji±fc^; daher Wird: 



X/i — Xn' — ^^4'^''' ^^ — ^_ 



; also: 



X/i + X + itt+1 ■" (a— c)(a-&) 

— a^ibc — ad) 

ra.p'a' = k^ = z V ^-ll^v also konstant. 
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üebungsanfgabe 197. Den Winkel zwischen zwei Strahlen eines Strahlenbflschels 
darch die Parameter der Strahlen auszudrücken. 

Auflösimg. Sind J. = 0, B = in der Normalform die Gleichungen der Gmnd- 
strahlen, J.-j-l»-B = 0, J. + /ly-B = die Gleichungen der zwei Strahlen a? und y, 
so ist: 

Hnxa sinya 

sin X h sin y h 

Daher ist: 

sinxa sinya sinxa.sinyh — sinya .sinxb 

sinyb sinxb sinxb .sin yb 

__ sin{xb — ab)sinyb—-sin{yb'—ab)s%nxb 

sinxb, sinyb 

^ts a 6 (m:c& co« v 2» — cos xb sinyb) . 
= >;, — ^^ , od6r: 

sinxb sinyb 
sinab.sinxy 

Ay "^ Ajp >^ PS^ • 

sinxb, sinyb 
Ferner ist: 

sinxa. sinya sin(xb — ab)sin{yb — ab) 

sinxb. sinyb sinxb. sinyb 

(gina?& cog ab — cosxb sin ab) (sinyb cos ab — cosybsinab) 

-— ^ 7^ y— N 

tfma;&smyfrco«'a& -}" cosxb cos ybsin^ ab — sinab cos ab (sinxb cos yb-j- cosxo sinyh) 

sinxb. sinyb 

y** /^ y— N y"^. /^ y'-N y"^. y— N /^ y— V 

5its^ & 5m yt CO«' a b-f-cosxb cos y b sin^ab — sinab cos a b sin (xb-\-y t) 

*^"~ - ^—^^—^^^-^ — I — -— ■ '» 

— " y— s y^N 

sinxb sinyb 

(/—S y-N \ y— N /— N y— N y— s 

sinxa sinya \ sin xa sin yb-^sinya sinxb 

~^^ p ^^~ / — ^^ ^^ 

sinxb sinyb/ sinxb sinyb 

fitn (a?fe — ab) sin yb-f-sin^yb-^^ab) sin x b 

-~" y— N y— s 

sinxb sinyb 

y— \ /— s y— \ /**\ y-N y— s /•s y^N 

2 cos ab sin xb sin y b — sin ab (sinxb cos yb -f-cQSxb sinyb) 

y-N y"^. y^s /^ /**\ y^N 

2co5a65ma;65»n v^ — sinabsin(xb-f'yb) . , ,. , 

= — ^^ ^ ^^ '^—^; folglich: 

sinxb sinyb 

y-N y-^ /^N y"N /"^ /*^ 

. . , . , ^ ^ .^ cosxb cos tibsin"^ ab — 5m^5 5mv6c(>s'a& 
KK + iK + ^if)cosab=: -^- 



cosxbcosyb sin^a b-f-sinxbsinyb sin^ab — sm xbstnytf 

^ y^ y— N 

sm X b sin y b 



r 
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. , ,. , , ^ /-N «in'a&cos(a?6 — yh) — sinxbsinyb 
XxXp-\-{Xx+Xj,)cosab = ^^ ^ ^ ^ ^— 

sinxbsinyh 

= :;=^ >; 1, folghcn: 

sin X b sin yb 

, -. I /-. I v\ n. \ ^ sin^ab.cosxy 
[ stnxb,stnyb 

Daraas erhiUt man in Verbindung mit dem Werte von Xy — A«: 

X^hc + {Xp + X»)casa+l ^^^^^^ 
wenn man den Winkel ab zwischen den Gmndstrahlen mit a bezeichnet. 



üebungsaiifgabe 196. Die Rechtwinkelpaare bei zwei konzentrischen projektivischen 
Strahlenbftscheln zu berechnen. 

Anfl5siing. Sind o*, g^ die Parameter der Schenkel r^ und r, des Rechtwinkelpaares 
im ersten, iti, n^ die rarameter der Schenkel p^ und p^ des Paares im zweiten Strahlen- 
bflschel, so mnss sein: 

ig r, r, = tgp^^ = *^ 90o = oo , 
daher yermöge des Ausdrucks in der vorhergehenden Uebungsaufgabe: 

^i Qi-\r(Qi + ^2) cosa-^l = 0, 
ffiir, + (flri+flrj)co5a + l = 0; 
wegen der Projektivität beider Büschel muss sein; 

Ä^2 fl^i + ^^ + c^i -[- e? = 0. 
Ans den beiden ersten Gleichungen folgt: 

l-^f-gicasa l-^itiCOS a 

^* ~" Q^-{'COSa^ ^' m-^cosa ' 

diese Werte in die vierte Gleichung eingesetzt, geben: 

(Qt-\-cosa)(n^-f-casa) Qi-pcosa ni-jr<^o^^ 

a (1 -j- ^4 cos «) (1 + jTi c<wa) — ft (1 + ßi cos a) (flfj -|- c(w «) 

— c (1 + fl^i CO» «) (^i +c(Wa) + d (Qi-i^cos a) {ni'-\'COS a) = 0, 

^t«t (floos'^a — heo8a'-:ceo8a-\*ä)-\-Qi (acosa — bcas^a — e-\-dco8a) 

-{-Hl (ß costt—h — c cos^a + d cosa) + a — 5 cosa — ccosa + d cos^a = 0. 

Vermöge der dritten Gleichung ist: 

^ + ^gi 

c-j^aQi 

setzt man diesen Wert in der vorhergehenden Gleichung ein, so ist: 

— Qi (^"t" ^€t) (^ cos^a— b cosa — ccosa + ^+^t (c+a^i) (aoosa — bcos^a — c-j^dcosa) 

— (d'^bQ^)(acosa—'b-~ccos^a-{-dcosa)'^(c-{-aQi)(a — bcosa — ccosa'{-dcos^a) = ^; 

oder: 



248 Analytische Geometrie der Ebene. 

Qi^ (a' cosa + &' cosa — 2 ah cos'^a -{-hc cosa -^adcosa — bd—ac) 
+ ^1 («* + &'— c'—rf* — 2 a6cosaH-2ce?co«a) 
— (c^cosa-{-d^co8a — 2 cdco8^a'^hccosa'-\^adco8a — hd—ac) = 0. 

Wäre 008 a = 0, d. h. würden die Grundstrahlen rechtwinklig zu einander stehen, so 
würde diese Gleichung sich auf die Gleichung 27) von Aufgabe 91 reduzieren. 

Die beiden Wurzeln dieser Gleichung geben die Parameter ^| und g^ der Rechtwinkel- 
strahlen im einen Strahlenbüschel; es ist leicht nachzuweisen, dass diese Strahlen wirk- 
lich rechtwinklig zu einander stehen, denn hiezu muss: 

tgr.r, = p^g^_,_(^^_^g^),„,^_^i = 00 oder ß.ß, + (ßi + e«)«»a + l = 
sein. Schreibt man die Gleichung für ^i der Abkürzung wegen: 

ja ri 

^Qi^ + ö^i —H = 0, so ist Q1Q2 = -p-, ^i + ß^ = -^ ; daher: 

QiQ2-\'(qi -{- Qi) C08a-\' 1 = F^Ooosa—H, 

diese Grösse wird aber, wie man sich durch Betrachtung der obigen Ausdrücke für F, 
ff, H leicht überzeugt, = 0. 



üebungsaiifgabe 199. Die Parameter der Endpunkte von entsprechend gleichen 
Strecken bei zwei aufeinanderliegenden projektivischen Punktreihen zu bestimmen. 

Auflösung. X^ und A, seien die Parameter der Endpunkte einer Strecke, fi^ und fi, 
diejenigen der entsprechenden Punkte. Die erste Strecke ist dann nach Uebungsaufgabe 192: 

-77 — /,v .. — , ,v , die zweite Strecke ist: 

Oll—- /ig)« 

Aber vermöge der Gleichung der Projektivität ist: 

*"' ***" (c+aA,)(c4-aM - (e-itaXy){e-\-aXi)' 

Ferner ist: 

M. + 1 = ^^i^^ = ^^^ . ebenso: 

_ c-d+(a-&)A, . 

daher ist die Strecke in der zweiten Reihe, abgesehen vom Faktor a: 

{Xi-'X %){ad-^hc) 

[{c-d) + {a-h) Äi][(c-d) + (a-6) X,] * 

Es muss daher, je nachdem die beiden Strecken gleiche oder entgegengesetzte Richtung 
haben sollen: 

{X,—X2){ad-^hc) +___Azik__ 

(c-e?)« + (c-d) (a-ft) (Xi +;i,) + (a-i^rxa, ^ - 1 + Ai +X2 +X|X, 
sein; oder: 

(a-6)U,A2 + (a-.i)(c-(0(^i+^2) + (c--tO'=±(ad--ftc)[Aa, + A,+A, + l], 
also entweder: 
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[(a— 6)i-ad+6c]AiX2 + (ac-2ad+6<l)(;ii+X2) + [(c— d)'— a£f + ftc] = 0, 
oder: 

Hieraus lassen sich fOr ein gegebenes A.| zwei zagehörige Werte ^l, berechnen. Die 
Gleichungen: ^ d + 5;t» _ ä + lX, 

'*'-"" c + air '*'"" c + aX, . 
geben dann die Parameter der entsprechend gleichen Strecken der zweiten Punktreihe. 



17). Involutorische Punktreihen und Strahienbilschei. 

Erörtenliig 66. Eine spezielle, häufig auftretende und für das Studium der 
projektivischen Eigenschaften von Kurven besonders wichtige Lage zweier prcgek- 
tiviscben Punktreiben mit gemeinsamem Träger ist dadurch gekennzeichnet, dass 
die beiden Gegenpunkte r und p* auf einanderf allen. Aus dem in Uebungsaufgabe 192 
angeführten Werte für die Strecke rp' ergiebt sich als Bedingung hiefür: 

i — c = 1) 

Die Gleichung der Projektivität, deren allgemeine Form aXfi-^-lX-^-c ii-^-d — Q 
ist, nimmt dann die Form an: 

^Xiu + ^(X + /i) + C = 2) 

Da diese Gleichung symmetrisch für X und ^ ist, d. h. X sich mit /u ver- 
tauschen lässt, so folgt, dass die Punkte beider Reihen sich wechselseitig 
entsprechen, d. h. hält man einen Punkt m des Trägers fest und betrachtet 
ihn zuerst als Punkt der ersten Reihe und sucht den entsprechenden Punkt m' 
der zweiten Reihe, so erhält man den gleichen Punkt m^, wie wenn man ihn als 
Punkt der zweiten Reihe betrachtet und den entsprechenden Punkt der ersten 

Reihe sucht. Denn ist X = ?, so folgt ^ = ^ ^ . , ; setzt man aber ^ = ?, 

C+Bl B + Al 

80 wird X = p ' jj . Eine solche Punktreihe, bei welcher zwei Punkte, 

deren Parameter durch die Gleichung 2) verknüpft sind, sich wechselseitig ent- 
sprechen, nennt man ein Punktsystem oder eine involutorische Punktreihe, 
die Punktepaare a, a', &, b\ c, c', liegen in Involution. Denjenigen Punkt, 
in welchem die beiden Gegenpunkte zusammenfallen, nennt man den Mittel- 
punkt der Involution. 

Erörterung 67. Setzt man in Uebungsaufgabe 199: b = c = B und ersetzt 
a durch J., d durch (7, so wird die Gleichung für die Parameter der Endpunkte 
entsprechend gleicher Strecken von entgegengesetzter Richtung: 

X,\{Ä^-2ÄB-^B^-\-AG — B^)-\-0i,'\-X^){ÄB—2B^ + BC) 

+ (£2— 2J5C+C2 + ^a — JB') = oder: 

\\.Ä{Ä — 2B'^G) + {X,-\'X^)B{Ä — 2B'j-C) + C{Ä-2B'i-C) = 0, 

oder • 

Ä\Xt-\- B(Xt + A,) + = 0, woraus: 

*« S + ^A, '^" 
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Es fallen daher von dem System entsprechend gleicher Strecken von entgegen- 
gesetzter Bichtung die nicht entsprechenden Endpunkte aufeinander. 

Das Kriterium dafür, ob die Punktreihen gleichlaufend oder ungleichlaufend 
sind, wird nach Erörterung 64: 

B^ — äC^O. 

Die Discriminante der Gleichung, durch welche die Doppelpunkte bestimmt 
werden, ist: * 

V(2 By — ^AC = 2VB^—A C, 

es giebt daher zwei reelle Doppelpunkte, wenn B^ — J.C>0, oder wenn die 
Punktreihen ungleich laufen, keine Doppelpunkte, wenn JS' — ÄC<0^ oder wenn 
die Punktreihen gleichlaufen. Eine Involution mit zwei reellen Doppel- 
punkten nennt man eine hyperbolische, eine Involution ohne reelle 
Doppelpunkte eine elliptische Involution, aus Gründen, welche bei der 
Lebre von den Kegelschnitten (siehe die späteren Teile dieses Werkes) hervortreten. 

Da die Potenz der projektivischen Beziehung: ra.p'a' (siehe Uebungs- 
aufgabe 194) bei der involutorischen Lage zweier Punktreihen den Wert bekommt: 

so ist ersichtlich, dass im Falle der elliptischen Involution, wo JB* — J.C<0, 
die Potenz negativ ist, also r a und r a' verschiedenes Vorzeichen haben, wogegen 
bei der hypecbolischen Involution, wo B^ — ÄC>0, die Potenz positiv ist, und 
die Strecken r a und r a! gleiche Bichtung haben. Man erhält somit für die Lage 
zusammengehöriger Punkte folgendes Besultat: 

Bei der elliptischen Involution wird jedes Paar zusammengehöriger Punkte 
durch den Mittelpunkt getrennt, bei der hyperbolischen Involution liegen je zwei 
konjugierte Punkte auf derselben Seite des Mittelpunktes. 

Erörterung 68. Die Gleichung 2) bestimmt eine involutorische Punktreihe 
vollständig, wenn man sich unter A^ B^ C drei Zahlen denkt, welche auch komplex 
sein können. Um jedoch die geometrische Bedeutung der Grössen A^ B^ C m 
erkennen, ist es nötig zu fragen: wie viele Paare zusammengehöriger Punkte 
müssen gegeben sein, damit eine involutorische Beihe vollständig bestimmt ist? 
Offenbar enthält die Gleichung 2), wenn man darin X und ii als gegeben ansieht, 

B C 

zwei Unbekannte, nämlich die Verhältnisse -r- und -j, es sind also zwei Glei- 
chungen von der Form der Gleichung 2), also zwei Paare konjugierter Punkte 
nötig, um eine Involution vollständig zu bestimmen. Ist dann noch ein 
fünfter Punkt der Involution gegeben, so kann der zugehörige sechste leicht 
durch Bechnung bestimmt werden. 

Seien A^ und A, ein Paar, A, und A^ ein zweites, A^ und \ ein drittes 
Paar von Parametern zusammengehöriger Punkte, so muss sein: 

^A,A, + JB(A, + A,)+a=0, \ 

^A,A,+ -B(;i3 + Aj + a = 0, [ 3) 

Die Elimination von A^ JB, G aus diesen drei Gleichungen giebt eine Glei- 
chung, aus welcher A^ bestimmt werden kann, wenn man die übrigen Grössen 



Involutorische Fonktreihen und Strahlenbüschel. 251 

K^ ^1 ^) Kt K trennt, oder die BedinguDg, welcher die Parameter von drei 
Punktepaaren der Involution genügen müssen. 

Man kann jedoch diese Elimination vermeiden, wenn man in Aufgabe 89, 
wo die Koeffizienten a, b, c, d der Projektivitätsgleichung in den Parametern 
dreier Punktepaare ausgedrückt sind, X^ durch X^^ y^ durch A,, A, durch A,, 
/ij durch A4, A, durch A^, //, durch Ag ersetzt und die Bedingung h—c=zO 
anwendet, man erhält dann: 

(A,-Ae)(A,-A4)(A3-Aj + (A,-A,)(A,-A,)(A4-A.) = . ..4) 

Da zwei konjugierte Punkte einer Involution sich gegenseitig entsprechen 
(Erörterung 66), so erhält man aus der Gleichung 4) noch weitere Bedingungs- 
gleichungen, welche jedoch nichts Neues ausdrücken, sondern nur eine andere 
Form der Bedingungsgleichung für die Involution darstellen, wenn man A^ mit A^, 
oder A3 mit A^, oder Ag mit A^ vertauscht, oder gleichzeitig mehrere dieser Ver- 
tauschungen vornimmt. 

Diese Gleichungen heissen: 

(^.-A.)(A,-AJ(A3-AJ+(A,-A5)(A,-A,)(A4-A,) = 0, \ 
ai-Ae)(A,-A3)(A4 — A,) + (A,-AJ(A,-AJ(A3-A.) = 0, [ . . . 5) 
(;t.-A,)(A,-Aj(A3-A,) + (A,-Ae)(A,-A,)(A,--A3) = 0. ) 

Um die geometrische Bedeutung dieser Gleichungen zu übersehen, bezeichne 
man die, Punkte, denen die Parameter A^, A^, A3, A^^ A3 zugehören bezw. mit' 
J., A\ JB, S', (7, C, und beachte, dass nach Erörterung 37 z. B. die Strecke 
A A* proportional A^ — A, ist ; dann heissen die obigen Gleichungen : 

AO A'B' BC . , 'AC AB BC . 



A'C 


AB 


■ B'C - " " 

AB 

A'B ~ 

BC 


""" A'C - 

AC BC 
A'C B'C' 

• 

AB AC 

m 


A'B'' BC 


•fWSXß. 




\ 





6) 

B'C "^ A'B 'A'C' 

wobei je noch die accentuierten Buchstaben mit den nicht accentuierten vertauscht 
werden können. 

Aus den obigen vier Formen der Bedingungsgleichung für die Involution 
folgen noch drei weitere interessante Formen der Gleichung: 

Schreibt man nämlich die dritte und vierte in folgender Form: 

(^i-Ae)(A,-A3)(A,-A,) = -(A,-A3)(A,-Aj(A3-A3), 

und multipliziert diese Gleichungen mit einander, so hebt sich links und rechts 
der Faktor (A4 — A3)(A3 — A^) weg, und es bleibt: 

Hieraus erhält man noch zwei andere, wenn man A^ mit A4 und gleichzeitig 
A, mit A3, oder wenn man A^ mit A^ und gleichzeitig A, mit A^ vertauscht, nämlich: 

(h—K)ih-h)(K-K)iK-^) = (K-K){K-K)i^-K)(h—^) \ 8) 
iK-K)iK-K)iK-h)(K-K)=-(K-K)iK-K)iK'-K)(K-K)'\ 

Wegen der Proportionalität der Parameterdifferenzen und der zugehörigen 
Strecken erhält man als geometrische Bedeutung: 
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A 7? 


ÄC 


A'B 


A'C 


Ä'B' 


• A'C ~ 


AB ■ 


AC 


BC 


BA 


B'C 
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B'C 


B'A' ~ 


BC ' 


BA" 


CA 
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CB 


CA 

• 


CB 



9) 



OA' ' CB CA' ' CB' 



woraus man erhält: 



Erörterung 69. Die Doppelpunkte zweier aufeinanderliegenden PunktreiheD 
werden nach Erörterung 62 bestimmt durch die Gleichung aX' + (* + ^)^ + ^ = 0; 
da nun hier ^4-^= ^-^ und d = G zu setzen ist, so sind die Doppelpunkte 
der involutorischen Punktreihe bestimmt durch die Gleichung: 

AV'\-2BX'\-C=0, 10) 

A 

^.^ b-Vb^-ag 

Da nun nach einem bekannten Satze der Algebra (siehe Prange, Gleichungen 
zweiten Grads): o t> p 

so kann man die Gleichung 2) auch schreiben: 

^^-i(^' + ^'0(^ + i") + ^'^" = O 13) 

Dies ist aber nach Erörterung 52, Gleichung 2) die Bedingung der harmoni- 
schen Lage. Man kann somit folgenden Satz aussprechen: 

Die Doppelpunkte eines hyperbolischen Punktsystems (einer 
hyperbolischen Involution von Punkten) liegen harmonisch zu jedem 
Paar zugeordneter Punkte. 

Diese Eigenschaft hätte sich auch zur Definition der hyperbolischen Involution 
benützen lassen, ja, wenn man auch imaginäre Werte für X und ii zulässt, so 
kann die Gleichung 13) überhaupt als Definition der involutorischen Punktreihe 
gelten. Da sie aber für elliptische Punktreihen keine geometrische Anschaulich- 
keit besitzt, so wurde im obigen eine andere Definition gewählt 

Erörterung 70. Die Gleichung 13), welche sowohl für hyperbolische als für 
elliptische Punktreihen giltig ist, wenn man auch imaginäre Werte von A. und m 
zulässt, erlaubt auf einfache Weise eine geometrische Deutung der Koeffizienten 
A^ B^ C^ durch welche in Gleichung 2) die Doppelpunkte bestimmt werden. 
Sind Ai, X,, A3, ^4 die Parameter zweier konjugierten Punktepaare, und setzt 
man X /u = a?, i (A -|- iu) = y, so ist: 

^—y{\ + K) + K'^ =0, 

Hieraus findet man: 

r»| Aä ^"^ Aa Ai 

^ " TK + \)-ih+K' 
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Sind nun X und /i die Parameter eines dritten Punktepäars der Involution, 
so muss auch für dieses : 

sein, oder: 

[x,X,(k, + X,)-X,X,(\-j-X,)]^(X + fA)[\X,-X,k,] 

Die Yergleichung dieser Gleichung mit Gleichung 2) zeigt, dass: 

A = (X, + X,)-(X, + X,) \ 

B = -(X,X,-X,X,) [ 14) 

G = KX,{X,^X,)^X,X,(X, + X,)) 

ist. Zugleich ist dadurch die schon in Erörterung 68 erwiesene Thatsache aufs 
Neue bestätigt, dass zwei Punktepaare nötig und ausreichend sind, um eine 
Involution zu bestimmen. 

Erörterung 71. Es möge im Folgenden ein hyperbolisches Punktsystem, 
d. h. ein solches mit reellen Doppelpunkten, vorausgesetzt werden. Nach Er- 
örterung 67 ist die Discriminante J?' — ÄC; verschwindet diese, so fallen die 
beiden Doppelpunkte in einen einzigen zusammen. Man nennt eine solche Involu- 
tion von Punkten, welche gewissermassen den üebergang vom hyperbolischen 
zum elliptischen Punktsystem bildet, ein parabolisches Punktsystem. 

Sucht man in diesem Falle den zu einem gegebenen Punkt, dessen Para- 
meter X sei, konjugierten Punkt mit dem Parameter /u, so ist nach Erörterung 66: 

_ G+BX 
aber B^ = ÄC, also G = -j-, folglich: 

— _ _L ^±A^ - _ ^. 
'""" ä' b+bx ■" A' 

nach Erörterung 69 Gleichung 12) ist aber dieses der Parameter des zusammen- 
fallenden Doppelpunktes beim parabolischen System. Es findet daher bei diesem 
folgendes Verhältnis statt: Jeder Punkt des parabolischen Punktsystems 
hat seinen konjugierten in dem einzigen Doppelpunkt. 

Erörtenmg 72. Ein besonders einfacher Fall des hyperbolischen Punktsystems 
tritt ein, wenn von den beiden Doppelpunkten der eine in unendliche Entfernung fällt. 

Da die beiden Doppelpunkte zu jedem Paar konjugierter Punkte harmonisch 
liegen (Erörterung 69), so muss der im Endlichen liegende Doppelpunkt die 
Strecke zwischen irgend zwei konjugierten Punkten halbieren (siehe Erörterung 50). 
Das Punktsystem bietet somit in diesem Falle ein einfaches geometrisches Bild: 
einen im Endlichen liegenden Doppelpunkt und symmetrisch dazu auf beiden 
Seiten die konjugierten Punkte. Man nennt dieses Punktsystem ein gleichseitig- 
hyperbolisches Punktsystem. 

Die analytische Bedingung für das Eintreten dieses Falls ist die, dass der 
Parameter eines der beiden Doppelpunkte = — 1 wird (siehe Anmerkung 66). 
Es muss also nach Gleichung 11) sein: 

—b±Vb^^^äc , 

— 1 = ^— i , oder : 
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B — A=±^/B^ — AC, oder {B — Ay — B^ — AC, 

A^ — 2AB + AC=0, oder: 
A — 2B-^C = 0. 

Erörterung 73. Es ist von Interesse, bei jeder durch zwei auf einer Geraden 
liegende Punktepaare graphisch gegebenen Involution sofort ohne Rechnung oder 
Konstruktion entscheiden zu können, ob sie elliptisch oder hyperbolisch ist. Nach 
Erörterung 67 liegt jedes Paar zusammengehöriger Punkte a, « oder 6, ß auf der- 
selben Seite_des Mittelpunktes des hyperbolischen Systems; ist o der Mittelpunkt, 

so ist oa.occ == ob,oß, daher muss, wenn ob>oa ist, oß<coa sein und um- 
gekehrt, woraus folgt, dass entweder die Strecke aa von der Strecke bß einge- 
schlossen wird, oder sie einschliesst, oder dass (wenn die Strecken aa xmAbß 
auf verschiedener Seite des- Mittelpunkts liegen) die Strecken aa und bß ganz 
getrennt liegen; es werden also die Punkte a, a durch die Punkte 6, ß nicht 
getrennt. Beim elliptischen System dagegen, wo a und a und ebenso b und ß 
auf verschiedenen Seiten des Mittelpunktes liegen, liegt a über b hinaus, wenn 
a näher beim Mittelpunkt liegt als ß, d. h. die Strecken a« und bß greifen 
übereinander. Das gesuchte Kriterium ist daher folgendes: Wenn ein Punkt- 
system durch zwei Paare konjugierter Punkte a, «; 6, j8 gegeben ist, so wird es 
ein elliptisches oder hyperbolisches sein, je nachdem die Punkte a, a durch die 
Punkte 6, ß getrennt werden oder nicht. 

Erörterung 74. Sind vier Punkte auf einer Geraden gegeben, so können sie 
in dreifacher Weise zu Punktepaaren einer Involution vereinigt werden. Ist näm- 
lich die Reihenfolge der Punkte (Fig. 87) a, c, 6, d, so ist das Punktsystem mit den 

Figur 87. Paaren ab^ cd nach Erörterung 73 elliptisch. 

a c b d r, ac,bd ^ „ „ hyperbolisch. 

— ^^-^ ' ^ ad^ oc y^ „ „ „ 

Man denke sich nun einen fünften Punkt i> auf dem Träger und zu diesem 
in jedem der eben genannten drei Systeme den konjugierten Punkt gesucht. Die 
drei so gefundenen Punkte seien tt^, ^r,, n^. Dann findet die Gleichheit folgender 
Doppelverhältnisse statt: (vergl. Erörterung 68) 

{abcp) = {badn^\ 

(acdp) = {cabn^\ 

(adcp) = (dabn^), 

aber die letzte Gleichheit kann man auch schreiben: 

(acdp) = (dbair^), 

hieraus und aus der zweiten Gleichung folgt: 

(cabTT^) = (dftajr,), oder: 
(aftcTTj) = (badn^). 

Aus der letzten Gleichung folgt, dass die Punkte n^ und ^, konjugierte 

Punkte des ersten Systems sind. Auf analoge Weise findet man, dass fr^ und n^ 

konjugierte Punkte des zweiten, 7r^ und ;r, konjugierte Punkte des dritten Sy- 
stems sind. 
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Man hat daher auf dem Träger folgende aufeinanderfallenden Paare von 
projektivischen Punktreihen: 

1) ab, cd, pn^^ ^2 ^s ^^^ ^ ^> ^ ^» ^1 Pf ^s ^2 9 

2) ab, cd, pn^^ ^i ^% ^^^ ^^9 ^^} ^2 P'i ^3 ^1 ) 

3) ai, cd, pn^^ ^1 ^2 ^^^ ^^) ^^* ^sjP> ^2 ^1- 

Daraus ist ersichtlich, dass wenn man von j>, n^^ tt, , ff, ausgeht und zu a die 
konjugierten Punkte in den drei Systemen sucht, diese mit 6, c, d zusammenfallen. 

Anmerkimg 89. Das Resultat von Erörterung 74 hätte auch auf analytischem Wege 
abgeleitet werden können unter Benützung der in Gleichung 14) angegebenen Werte 
Ton A, B, C. 

Ist i der Parameter von p und sind /i^ ju^, /i, die Parameter von tt^, n^, tTj, so ist: 

Mi- ~X(X, + X,-X,-X,)^(X,X,-X,XO 

__ ^ (Xi X,^ A3) -JA, A^(A^+ A,)^A2 A3 (AH- ^4)] 
^'- A(A, + A,-A,-A3)~(Ä,A4-A2A3) 

Es ist nun folgende Gleichung als richtig zu erweisen: 

$^2 fiz (^1+^2 - A, — A4) — (ti2+fi%) (Ai A2 — As A4) + Ai A2 (A, + A4) - A, A4 (Ai +A2) = 0. 

Setzt man die Werte von fCj und ^, ein, so ergiebt sich die Bestätigung durch eine 
etwas mühselige Rechnung, indem bei der Entwicklang nach Potenzen von A die einzel- 
nen Koeffizienten verschwinden. 

Erörterung 75. Wie zwei projektivische Punktreihen auf einem Träger ver- 
eint liegen können, so kann man auch zwei Punktsysteme auf demselben Träger 
zu einander in Beziehung setzen, es erhebt sich dann die Frage, ob und wie oft 
es vorkommen kann, dass ein Punktepaar gleichzeitig in beiden Punktsystemen 
als konjugiertes Punktepaar auftritt. 
Es seien: 

^A/.+ 5(A + m)+ C=o) 

^'A^ii + J5'(A + /i) + 0' = j 

die Bedinguhgsgleichungen für die beiden Punktsysteme. 

Soll nun das durch die Parameter A, /i bestimmte Punktepaar beiden Punkt- 
systemen angehören, so müssen A und ß beiden Gleichungen gleichzeitig genügen, 
oder muss sein: 

^f^ — A -R* A'Tt I 

14) 
A ir — A' ij i 

x-\-n = - 



Ä C'—Ay ^ 



AB'—A'B 

Aus diesen beiden Gleichungen sind X und /u zu berechnen. Nach der Lehre von 
den quadratischen Gleichungen (siehe Prange, Gleichungen 2. Grades) sind X und ß 
die Wurzeln der Gleichung: 

AG' — A'C ,SC'—B'C_ . 

"^ +AB'-A^b''^ÄB'-Ä'B~'' ^ 
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Die Wurzeln dieser Gleichung sind: 
^ —(A(y—Ä'C)±ViÄC^^^'Cy—i{BC'—B'CI){ÄB'-A'B) ^m 

Man ersieht daraus: Es giebt entweder ein bestimmtes Punktepaar 
oder keines, das eine Involution bildet mit zwei gegebenen Punkte- 
paaren und mit zwei andern Punktepaaren auf demselben Träger. 

Anmerkung 90. Es wäre von Interesse, die Gleichungen der vorigen ErOrterniig 
geometrisch zu deuten, um eine YorsteJlung darüber zu haben, welche Arten von In- 
volutionen auf demselben Träger gemeinsame Elemente haben. Die analytische Behand- 
lung dieses Kriteriums ist jedoch mit grösseren Rechnungen verbunden, und es soll des- 
halb die Unterscheidung der Fälle, wo gemeinsame Elemente möglich sind oder nicht, 
an die weiter unten folgende geometrische Konstruktion derselben angeschlossen werden. 

Erörterung 76. Wie in Erörterung 66 eine involutorische Punktreihe (Punkt- 
system) definiert wurde als entstanden durch zwei aufeinanderliegende projektivi- 
sche Punktreihen, deren Gegenpunkte zusammenfallen, und bei welchen daher 
die Endpunkte entsprechend gleicher Strecken verkehrt sich decken, so kann man 
auch ein involutorisches Strahlenbüschel definieren : Ein involutorisches Strah- 
lenbüscbel oder Strahlsystem entsteht aus zwei concentrischen projek- 
tivischen Strahlenbüscheln, bei welchen die nicht entsprechenden 
Schenkel der Rechtwinkelpaare auf einander fallen. 

Um die analytische Bedingung dafür zu suchen, denke man sich die durch 
die Gleichungen Ä = o und B ^ o dargestellten Grundstrahlen der beiden pro- 
jektivischen Strahlenbüschel Ä-\'XB = o und A-j- nB =i o rechtwinklig zu 
einander. Nach Aufgabe 91 sind die Rechtwinkelstrahlen des ersten Büschels 

^2_L. Jl ^1 ^2 

durch die Wurzeln der quadratischen Gleichung: X' — X — — — t-y^ l=o 

ae^oa 

bestimmt. Sind X^ und A^ diese Wurzeln, so sind die Parameter der Becht- 

winkelstrahlen im zweiten Büschel: 

Im Falle des involutorischen Strahlenbüschels muss nun fi, = ^t ^^^^f ^^l^^- 

X.= -^ , oder -CA.* — (a— cOä.— i = o, oder: k^ X = o. 

* cX^ — a ^ ^ ' c c 

Soll diese Gleichung dieselben Werte für X ergeben, wie die obere Glei- 
chung, so müssen die Koeffizienten einander gleich sein, oder es muss sein: 

6 , ^ ^ ^ ^ a— d a'+6»— c»— d' 

- = 1, d. h. 6 = c, und = — ' 7-7-3 5 

c c ac-{-ba 

die zweite Bedingung ist aber in der ersten schon enthalten, denn für c = 6 wird: 

g^ + ft'— g'—^' — a^ + b' —h^— d^ _ a'^—d^ _ a—d 
ac-^bd ab-^bd b{a-\-d) 6 

Die Bedingung, unter welcher zwei concentrische projektivische Strahlen- 
büschel eine Involution bilden, ist daher gerade wie bei Punktreihen (vergl Er- 
örterung 67): 

b—c=^o 17) 
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Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Torbereitnngsschnlen aller Arten^ gewerbUehe 
Fortbildungsschulen, Akademien, üniyersitftten , Land- nnd Forstwlssenseiiaftssebulen, 
MUttlrschulen, Torbereltnngs-Anstalten aller Arten als s. B. für das Bli^Uflg-Frei- 
wUUge* und Offliiers-Ezamen, etc. 

Die Sehiiler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
Aaturwissenschaftlichen F&cher, werden durch diese, Schritt fBr Schritt gelöste, Aulgaben- 
sammlung ImmerwUhrend an ihre in der Schale erworbenen o'der nur gehörten Theorien eta 
erinnert und ^rd ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen an lösen haben, angleich aber anch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften TorgefiUirt 

Dem Lehrer soll mit dieser Anfgabensammlnng eine kriftige Stfltie ftlr den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — nun Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft kefaie Zeit er- 
öbrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine toU- 
Bt&ndige Anleitung in die H&nde gegeben wird, entsprechende Aufigaben tu lösen, die ge- 
habten Kegeln, Formeln, Sfttze etc. anzuwenden und praktisch zu Terwerten. Lwt, Uobe 
und Terstftndnls für den Schal-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, miHrs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrigchung der erworbenen und yieUeicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufs- 
zweigen yorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forsehnngen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der YerflMser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Brledifong 
thnnlichst berücksichtigt. 

Stattgart Die Terlagsluuidliiiig. 
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Anmerkimg 91. Die Bedingung 17) wurde zunächst unter der Voraussetzung ab- 
geleitet, dass die Grundstrahlen rechtwinklig aufeinander stehen. £s lässt sich abei* 
zeigen, dass dieses Resultat allgemein gilt: 

In Uebungsaufgabe 198 ist für zwei concentrische Strahlenbüschel als Gleichung fflr 
die Parameter der Hecht winkelstrahlen folgende aufgestellt: 

Qi^ (a* eosa-\^b^cosa — 2 ah cos^ a -\-h c cos a -{- a d cos a — hd — ac) 

-f-^i (a' + 6' — c' — ^' — 2abcosa-\'2 cdcosa) 

— (c^cosa-\-d^cosa — 2 c d cos^ «-{-h c cos a-^ ad cos a -^bd — ac) = 0. 

Die Parameter n^ und ^r, der Rechtwinkelstrahlen im zweiten Büschel sind mit ^| 
verknüpft durch die Gleichungen: 

d-\-bg^ l-j-TT, COS« 

^* "" "" "C -f^"^/ ^^ — -^ TTj+COS« ' 

woraus folgt: 

dcosa — c-j-Qiibcosa — a) 

^^ c C05 a — d-j- ßi (a cos a — b)' 

Sollen die Rechtwinkelstrahlen beider Büschel aufeinander fallen, so muss n^ = g^ 
sein, oder: 

Q^^(acosa — fc) -j- pi (c cos a — d — bco8a-^a)-\-c — d cos a = 0. 

Damit diese Gleichung dieselben Werte für q ergiebt wie die obige, muss sein: 

bd'^aC'-c^c08a-'d^cosa'-\-2edcos*a—bccosa—adcosa c — dcosa 

a'^co8a'\-b^cosa — 2abcos'^a'\'bccosa'{'adcosa — bd — ac acosa — b^ 

a*-j-6* — c' — d* — 2a6cosa4-2cdcos« a—bcosa-^ceosa^d 

a^cosu'^b'^cosa^2abcos'^a-^bccosa-\-adcosa — bd—ac acosa — b 

Diese beiden Bedingungen werden erfüllt, wenn man & = c setzt, denn die linken 
Seiten derselben lauten dann: 

6(a + d)-— 26'co5a'-f-26(f cos'^ a — d'^cosa^adcosa 
a^ cos a -\-2b^ cos a — 2ab cos^a-\- ad cosa — b^a-^d)^ 

a^ ^ d"^ — 2 ab cos a '-\-2b d cos a 
a' cos « -j- 2 6' cos a — 2 a 6 cos^ a-\'adcosa — b(a-j-d)' 

Der erste Ausdruck wird: 

b (a-\^ d) — 2b cos a (b — d cos a) -^ d cosaja-^-d) 

a cos a (a -j-d) — b (a-^ d)-\-2b cos a (b — a cosa) 

(a-^-d) (b — d cos a) — 2 b cos a {b — d cos a) (b -~ d cos a) (a - \' d — 2b cos a ) 

(a-\-d){acosa-'b}—2bcosa(acosa — b) "~ (acosa — &)(a^cJ — 26cos«)* 

Der zweite Ausdruck wird: 

(a'-\'d)(a'-d) — 2bcosa(a — d) __ (a'-d) (a-\-d — 2bcosa ) 

(ä cöfa^b) (a-{-d — 2bcosa) (a cos a — &) (a -}- (i — 2 & cos«) * 

Setzt man dagegen in den obigen zwei Bedingungsgleichungen rechts & = c, so werden 

die betreffenden Ausdrücke: , und — jr, also gleich den umgeformten 

acosa — b acosa — o 

Ausdrücken links, womit die Behauptung erwiesen ist 

Erörtenmg 77. Da die analytische Form und die geometrische Bedeutung 
der Grössen a, 6, c beim Strahlenbüschel dieselbe ist wie bei der Punktreihe, so 
lassen sich, nachdem auch als Bedingungsgleichung der Involution für das Strahlen- 
büschel dieselbe Form gefunden würde, wie für das Punktsystem, die Untersuch- 

Crans, Analytische Geometrie der Ebene. I. 17 
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ungen der Erörterungen 66 bis 75 direkt auf das Strahlsystem übertragen. Man 
erUUt dadurch folgende Resultate: 

1). Liegen zwei projektivische koncentrische Strahlenbüschel in der Weise 
aufeinander, dass die Schenkel der entsprechenden rechten Winkel ver- 
kehrt aufeinander fallen, OQ auf OB^ und OR auf OQ^, so fallen die 
Schenkel sämtlicher Paare des einen oder des anderen Systems ent- 
sprechend gleicher Winkel (siehe Uebungsaufgabe 179 und Anmerkung 82) 
verkehrt aufeinander, und zwar findet dies für das eine oder andere 
System statt, je nachdem die Strahlenbüschel gleichlaufend sind oder nicht. 

Umgekehrt : Fallen bei zwei koncentrischen projektivischen Strahlen- 
büscheln die Schenkel irgend eines Paares entsprechend gleicher Winkel 
verkehrt aufeinander, so fallen sämtliche Paare von Schenkeln entspre- 
chend gleicher Winkel desjenigen Systems, welchem jenes Paar ange- 
hört, verkehrt aufeinander. Ein solches Doppelgebilde heisst eine Invo- 
lution von Strahlen, oder involutorisches Strahlenbüschel oder 
Strahlsystem (siehe Erörterung 66 und 67). 

2). Sind die das Strahlsystem erzeugenden projektivischen Strahlenbüschel 
gleichlaufend, so heisst es ein elliptisches, wenn sie ungleichlaufend 
sind, ein hyperbolisches (Erörterung 67). 

Im Falle des hyperbolischen Strahlsystems fallen die besonderen 
Strahlen (Potenzstrahlen) (r, G^ und H^ H^ (Anmerkung 88) aufeinander, 
diese Strahlen heissen Doppelstrahlen oder Asymptoten des hyper- 
bolischen Strahlsystems. Die verkehrt aufeinander fallenden Schenkel 
der Rechtwinkelpaare heissen die Achsen, nach Uebungsaufgabe 180 und 
Anmerkung 88 werden die Winkel zwischen den Asymptotenstrahlen von 
den Achsen halbiert. 

Beim elliptischen Strahlsystem giebt es keine Doppelstrahlen, da- 
gegen fallen die nicht entsprechenden Potenzstrahlen beider Büschel auf- 
einander, G auf IP und G* auf H^ und bilden ein zu den Achsen der In- 
volution symmetrisch liegendes, konjugiertes Strahlenpaar. 

3). Sind a und a' zwei konjugierte Strahlen eines Strahlsystems, r und p die 
Achsen, so ist (vgl. Erörter. 67 u. Uebungsaufg. 181, sowie Anmerk. 88): 

tg ra.tg ra' ^k\\ 18) 

ebenso: ig pa . tg pa' = k^. I 
Beim elliptischen System ist die Potenz negativ, d. h. wenn Strahl 

a in einem Quadranten rp sich befindet, so liegt a' in dem daneben be- 
findlichen, während beim hyperbolischen System die beiden konjugierten 
Strahlen in demselben Quadranten liegen. Folglich werden bei der ellip- 
tischen Involution sämtliche Paare konjugierter Strahlen durch die Achsen 
getrennt, bei der hyperbolischen keines. 

Sämtliche Strahlen eines hyperbolischen Strahlsystems sind harmo- 
nisch konjugiert zu den Doppelstrahlen und umgekehrt 

Alle Paare harmonisch zugeordneter Strahlen zu zwei festen Strahlen 
bilden eine hyperbolische Strahleninvolution, deren Asymptoten jene 
festen Strahlen sind (vergl. Erörterung 69). 

4). Eine Involution von Strahlen ist vollständig bestimmt durch zwei Paare 
konjugierter Strahlen, statt derselben können auch die Doppelstrahlen 
(bei der hyperbolischen Involution) gegeben sein. 

Zwischen den Parametern der Gleichungen von drei Paaren kon- 
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jugierter Strahlen finden die Gleichungen 4), 5), 7), 8) statt, deren geo- 
metrische Bedeutung folgende ist: 



sin a b sin a c 



sin a! b sin a* c 



sina'b* sina*c' sin ab* sinac* 



sin b c sin b a 



sin V c sin b* a 



sinb'c* sinb' a* sinb& sinba* 



19) 



sin c a sin c b 



sin & a* sin & b 
sin a & 



sin & a sin & b 
sin c a! sin c i' 

sin ab sinb c 



sin a' c 

sin a b' 
sin a' 6 

sin b d 



sin a' b* sin 6' c' 
sin a c sin b c 



sin a' c' sin V cf 
sin a b sin a c 



20) 



sinb' c sina'V sina'& 

vergl. Gleichung 6) und 9). 

Die Gleichungen 20) und die durch Division daraus folgenden lassen 
sich auch schreiben: 

sin a V . sin b & . sin ca' -=• sin a d , sin b a* . sin c b* 



sin a V . sin b c . sin & a' = sinac , sin ba* . sin c* V 
sin b c* . 5m c a . sin a' ft' = sinb a .sincb\ sin a' & 
sin ca\sinab . sin 6' & =^ sincb . sin a& , sin b' a'. 



. . . 21) 



5). Das geometrisch anschauliche Kriterium dafür, ob ein Strahlsystem, das 
durch zwei Paare konjugierter Strahlen a, a', 6, V gegeben ist, ein ellip- 
tisches oder hyperbolisches ist, besteht (siehe Erörterung 73) in Folgendem : 

Wird das eine Strahlenpaar o, a* durch das andere 6, V getrennt, 
so ist das Strahlsystem elliptisch, wird das* eine Strahlenpaar durch das 
andere nicht getrennt, so ist das Strahlsystem hyperbolisch. 



Erörterung 78. Im allgemeinen tritt bei einem involutorischen Strahlenbüschel 
nur ein einzigesmal der Fall auf, dass der Winkel zwischen zwei konjugierten 
Strahlen ein rechter ist, diese beiden rechtwinkligen konjugierten Strahlen sind 
die Achsen. Da aber ein Strahlsystem durch zwei Paare willkürlich gegebener 
Strahlen bestimmt ist, so können diese beiden Paare auch rechtwinklig zu einander 
angenommen werden. Ein solches Strahlsystem muss selbstverständlich elliptisch 
sein, da die Schenkel zweier rechten Winkel mit gemeinsamer Spitze einander 
immer trennen müssen. Sieht man a und a* als die Achsen eines solchen Systems 
an, so ist: 

tgabJgaV=itgac,tgac\ aber: 
aT' =^ ab-{-bb* = 06 + 90°, daher: 



260 Analytische Geometrie der Ebene. 

tg ab' = ^flr (^ + 90«) = — tg (90° — ^) = -W, folglich: 

ig ah 

tgah.tg aV = — 1, also auch: 
tgac .tgac' = — 1, oder: 

tgac = -^ =tgiac'+90% 

tga& 

Wenn also die beiden Strahlenpaare a, a^undZ», &' rechtwinklig zu einander 
stehen, so bildet auch ein beliebiges drittes Paar von konjugierten Strahlen einen 
rechten Winkel. Ein solches Strahlsystem, welches nicht nur ein, sondern un- 
zählige Paare von Achsen hat, nennt man ein circuläres Strahlsystem. 

Der gleichseitig hyperbolischen Punktreihe entspricht ein gleichseitig 
hyperbolisches Strahlsystem: Ein hyperbolisches Strahlsystem erhält man 
nämlich nach Erörterung 77, 3, wenn man zu zwei festen Strahlen (den Asymp- 
totenstrahlen) harmonische Strahlenpaare konstruiert. Wählt man nun die Asymp- 
totenstrahlen aufeinander senkrecht, so werden die Winkel zwischen je zwei 
konjugierten Strahlen durch die Asymptoten halbiert (siehe Erörterung 50). 
Somit ist das geometrische Bild eines solchen Strahlsystems folgendes: Die Asym- 
toten sind zu einander rechtwinklig, bilden mit den Achsen Winkel von 45°, je 
zwei konjugierte Strahlen liegen symmetrisch gegen die Asymptotenstrahlen. 

Erörterang 79. Wenn man die Punkte einer involutorischen Punktreihe mit 
einem beliebigen Punkte ausserhalb des Trägers verbindet, so bilden die Ver- 
bindungsgeraden ein involutorisches Strahlenbüschel, und die Strahlen, welche 
durch die (etwa vorhandenen) Doppelpunkte des Punktsystems gehen, sind die 
Doppelstrahlen des Strahlsystems. Denn sind A^ A\ B^ B' zwei Paare konju- 
gierter Punkte, a, a\ 6, 6' die durch sie hindurchgehenden Strahlen, so sind nach 
Erörterung 44 die Doppelverhältnisse: 

(a, «', 6, V) und (A, A\ B, B') 
einander gleich. 

Aber wegen der Involution der Punktreihe ist nach Erörterung 66 und 74 : 

(^ A\ 5, 50 = {A\ A, JB', B\ 

ferner wegen der perspektivischen LAge beider Gebilde: 

{A\ A, B\ B) = {a\ a, h\ 6), folglich: 

(a, a^ 6, V) = {a\ a, h\ h\ 

d. h. das Strahlenbüschel ist involutorisch. Sind insbesondere R und P die 
Doppelpunkte, so ist, da dieselben sich selbst entsprechen: 

{A, A\ R, P) = (A, A\ P, R) = {A\ A, P, P) = {A\ A, P, JJ), 

also auch: 

(a, a\ r, p) = (a, a', p, r) = (a', a, r, 2^) = («', «, JP, r), 

d. h. die durch R und P gehenden Strahlen r und p sind die Asymptotenstrahlen. 

Der Satz lässt sich, wie aus dem Beweis erhellt, umkehren: 

Schneidet man ein involutorisches Strahlenbüschel durch eine Gerade, so 
bilden die Schnittpunkte eine involutorische Punktreihe, deren Doppelpunkte auf 
den Doppelstrahlen des Strahlsystems liegen. 
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Aufgabe 99. Beliebig viele Punkte- 
paare einer Involution von Punkten auf Anilösang. Lege durch zwei Punkte 
einem gegebenen Träger zu zeichnen, o und p auf derselben Seite des Trägers A 

(Fig. 88) eine Reihe von Kreisen, die- 
selben schneiden den Träger in den 
Punkten a, a\ 6, 6' u. s. w. Je zwei 
Schnittpunkte desselben Kreises sind ein 
Paar konjugierter Punkte einer hyper- 
bolischen Involution. 

Figur 88. 




.-—5: 






:^ 



m 



7üi 



Beweis* Schneidet o p den Träger in 
m, so ist nach einem planimetrischen 
Lehrsatz (Erkl. 119): 



Erkl. 119. Ein bekannter Satz der Plani- 
metrie (siehe Oranz^ Das appolonische Problem) 
lautet: Gehen von einem Punkt ausserhalb eines 
Kreises in denselben mehrere Sekanten, so ist 
das Produkt aus jeder Sekante und ihrem äusse- 
ren Abschnitt konstant, und zwar gleich dem 
Quadrat der Tangente von dem Pu&te aus. 



Erkl. 120. Das Quadrat der Kathete eines 
rechtwinkligen Dreiecks ist gleich dem Becht- 
eck aus der Hypotenuse und der Projektion 
jener Kathete auf die Hypotenuse. 



Erkl. 121. Schneiden mehrere Sehnen ein- 
ander innerhalb eines Kreises, so ist das Pro- 
dukt beider Abschnitte jeder Sehne konstant 
und zwar gleich dem Quadrat der halben kür- 
zesten Sehne, die durch den Punkt geht. 



fwa.ma' = mh.mV = mo.mp^ 

womit nach Erörterung 67 die Existenz 
der Involution bewiesen ist. Da die 
Schnittpunkte a und a' auf derselben 
Seite des Mittelpunktes m liegen, ist das 
Punktsystem hyperbolisch. 

Die Doppelpunkte g und h erhält man, 

wenn man über o m einen Halbkreis be* 

schreibt, der von einer auf o m in p er- 
richteten Senkrechten in $ geschnitten 
wird, und mg = mh = mq macht, denn 
(Erklärung 120); 

m gr* = m ä' = f» }' = m . mp. 

Wählt man die Punkte o und p auf 
verschiedenen Seiten des Trägers, so ist 
nach Erklärung 121: 



ma.ma' = mb.mV = mo.mp^ 

also bilden auch in diesem Falle die 
Schnittpunkte a, a\ 6, V eine Involution, 
aber da je zwei konjugierte Punkte auf 
verschiedenen Seiten des Punktes m 
liegen, so ist das Punktsystem ein ellip- 
tisches. 
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Anmerkung 92. Aus Aufgabe 99 ergiebt sich die Lösung der Aufgabe: Wenn von 
iner Punktinvolution zwei Paare konjugierter Punkte a, a*\ 5, h' gegeben sind, die Dop- 
pelpunkte, bezw. bei 

Figur 89. 



K 



-<U 



n 




Figur 90. 



elliptischer Involution 
die symmetrisch zum 
Mittelpunkt gelegenen 
konjugierten Potenz- 
punkte zu finden. 

Lege durch a und a' 
einen Kreis und einen 
zweiten durch h und h\ 
die Yerbindungsgerade 
der Schnittpunkte o and 
p beider Kreise trifft 
den Träger J. in tu; 
von m lege an den einen 
jener Kreise die Tan- 
gente mt und mache 

mn = mn* = m/, so 
sindnundn' dieDoppel- 
punkte der hyperboli- 
schen Involution. Der 
Beweis folgt aus Er- 
klärung 119. 
Ist dagegen dasPonkt- 
System elliptisch, so 
schneiden beide Kreise 
einander auf verschie- 
denen Seiten des Trä- 
gers, m liegt innerhalb 
der Kreise, die Tan- 
gente mt ist also unmöglich. Man wälle in diesem Falle die Kreise so, dass op senk- 
recht zu A steht und von A halbiert wird, indem man über aa* und hV die Halbkreise 

beschreibt, dann ist — inj?^ die Potenz; wenn man mg := mh = mp macht, so sind 
g und h die Potenzpunkte. 




Aufgabe 100. Die Doppelstrahlen 
einer Strahleninvolution zu bestimmen. 



Erkl. 122. Eine andere Lösung dieser Auf- 
gabe folgt aus der Lehre von den projektivi- 
sehen Eigenschaften der Kegelschnitte, (siehe 
die folgenden Teile dieses Werks). 



Anilösung. Mau schneide das Strahlen- 
büschel durch eine Gerade, so entsteht 
auf dieser nach Erörterung 79 eine invo- 
lutorische Punktreihe. 

Bestimmt man in der letzteren die 
Doppelpunkte, so geben diese, mit dem 
Mittelpunkte des Strahlenbüschels ver- 
bunden, die gesuchten Doppelstrahlen. 



Uebongsaalgabe 200. Folgenden Lehrsatz zu beweisen: Schneidet man die drei 
Paare von Gegenseiten eines vollständigen Vierecks durch eine Trans- 
versale, so liegen die drei Schnittpunktepaare in Involution. 

AoflÖBung. Es seien t, o, u, & die Ecken des vollständigen Vierecks (Fig. 91), a. a' 
die Schnittpunkte der Transversale mit den Gegenseiten to* und ou\ &, h* die mit oi 
und 0* u\ c, t' die mit oo* und tu. Ferner sei p der Schnittpunkt von tu und oo'; 
dann ist, wenn man sich oc* gezogen denkt, das Strahlenbüschel o (c', i,p, u) von der 
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Figur 91. 
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Transversale &u und der gegebenen Transversale geschnitten, also besteht Gleichheit 
zwischen den Doppelverhältnissen: 

{t, p, u, c') = (fe, c, a\ c'), ebenso : 

(f, 1?, w, c') = (a, c, y, cOi 

weil die beiden letzteren Punktreihen Schnitte des Strahlenbaschels o' (a, c, h' &) sind. 
Folglich ist auch: 

(6, c, a', cO = (a, c, 5', c'). 

Nach Erörterung 38, 1 ist aber (a, c, b', c') = (6', c', a, c), folglich : 

(ft, c, a', &) = (b'y &, a, c), 

womit nach Erörterung 68 die Involution der drei Punktepaare bewiesen ist. 



Uebangsaufgabe 201. Folgenden Lehrsatz zu beweisen: Verbindet man irgend 
einen Punkt in der Ebene eines vollständigen Yierseits mit den drei Paaren 
von Gegenecken, so bilden die drei Paare von Verbindungsgeraden drei 
Strahlenpaare in Involution. 

Auflösung. Die zwei Geradenpaare T, T\ a& und a' c bilden ein vollständiges Vier- 
telt mit den Gegenecken a, a'; b, b'; c, &; letztere sind mit o durch die Geraden J., Ä'; 
B, B*\ C,C verbunden. 

Die Strahlenbttschel a {A, U, aa', T) Figur 92. 

und {A, C, A\ B) liegen perspek- 
tivisch mit der Punktreihe auf T; 

ebenso liegen die Strahlenbttschel x/l\x a' 

a{A,U,aa%T) und o (J., ^, ^', C) x/\x-^£» 

perspektivisch mit der Punktreihe auf 
dem Träger b' c\ folglich ist: 

{A, U, aa\ T) = {A, C", A\ B) = 
(A, B\ A\ C), 

oder nach Erörterung 68: 

{A\ C\ A, B) = (^, C, A\ B% 

womit die Involution der drei Strahlen- 
paare A, A*\B, B'\C,C bewiesen ist 




Uebungaaulgabe 202. Den Lehrsatz von üebungsaufgabe 201 analytisch zu beweisen. 
AuflÖBung. Es seien die Gleichungen der vier Seiten des vollständigen Vierseits: 
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1). Ä,x-\-Biy-{'Ci=zO=Ui, 3). A,x-\-B,if-^Q = 0=U„ 

2). A:X-i'B2y+C2 = 0=U2, 4). A^x-\'B^y+ C^ = = L\. 

Dann sind, wenn man mit a, b die Koordinaten des willkürlichen Punktes bezeichnet, 
und femer zur Abkürzung 

Ol = J-i a -|- -ßi & + C'i, 

«4 = A^a-{'Bib-{' Ci, 

setzt, nach Aufgabe 27 die Gleichungen der Yerbindungsgeraden des Punktes (a, &) mit 
den Schnittpunkten (1, 2), (3, 4); (1. 3), (2, 4); (1, 4), (2, 3): 
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Man kann daher die Gleichungen der sechs Yerbindungsgeraden ersetzen durch: 

V, = 0, F, = 0, 7, = 0, 

F3~F2 = 0, F,-F, = 0, F,-F,==0. 

Da aber die drei Geraden F^ = 0, F, = 0, F, = durch einen Punkt, nftmlicb 
durch den Punkt (a, V) gehen, so kann man setzen: 

Fj = Xi F, -j-Aj Fj, dann wird; 

F,-F, = ;i,F, + a2-l)F2; F3-F, = (Ai_l)F,+A2F2, 

also die Gleichungen der sechs Strahlen: 

Fi = 0, Fj = 0, AiFi +A2F2 = 0, 

^1^1 + ^2-1)^2 = 0, (At-l)Fi + ;i2F2 = 0, Fx-F2 = 0. 

Will man auf diese sechs Strahlen die Bedingungsgleichung der Involution, Erörterung 
68 Gleichung 4) anwenden, nämlich: 

(|Wl ■- ^g) 0*2 — /**) (/*S — Mö) + 0*2 — Ms) (/*l — jWs) 0*i — |Wo) = ö» 

so hat man 

A2 A2 — 1 A2 - 

/*i =0, ju, = 00, ^5 = ■^» M2 = — jj^ — . /*! = Äi^^i * ^6 ~ "~ ^ 

zu setzen und nachzusehen, ob die Bedingungsgleichung erfüllt ist. 
Dividiert man die Bedingungsgleichung zunächst durch JU3, so lautet sie: 
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Da fA^ =00, so ist — = ~ = 0, und die Bedingungsgleichung wird: 

Unter Einsetzung der obigen Werte erh&lt man als linke Seite: 
Die Bedingung der Inyolution ist somit erfüllt. 



üebungsaufgabe 203. Von einer involutorischen Punktreihe sind zwei Punktepaare 
und ein weiterer Punkt gegeben. Den konjugierten Punkt zu dem letzteren zu zeichnen. 

Auflösung. Verbinde einen beliebigen Punkt o (Fig. 91) ausserhalb des Trägers mit 
a\ h und c. Wähle auf der Verbindungsgeraden mit c einen zweiten Punkt o' und ver- 
binde ihn mit a und &'. 

ob und o'a schneiden einander in t, o'V und oa* schneiden einander in u\ ut 
giebt auf dem Trüger den Schnittpunkt c', welcher zu c konjugiert ist. Beweis folgt aus 
Uebangsaufgabe 200. 

Uebungsaufgabe 204. Von einem involutorischen Strahlenbüschel sind zwei Paare 
konjugierter Strahlen A, Ä'; B, B* und ein fünfter Strahl C gegeben. Den Strahl zu 
zeichnen, welcher zu C konjugiert ist. 

Auflösung. Schneide (Fig. 92) die Strahlen A, B, C durch eine beliebige Gerade 
in a, i&, c. Lege durch b eine zweite beliebige Gerade, welche A' in a' trifft. Ziehe 
ca', welche B' in h' schneidet, dann ist der Schnittpunkt & der Geraden ab' und a*b 
ein Punkt des gesuchten Strahls C\ 

Beweis folgt aus Uebungsaufgabe 201. 



üebungsaufgabe 205. Die Gleichungen von fünf Strahlen eines Büschels seien: 
A: 31a;4-34y — 18 = 0, A': 24a? + 26y— 16 = 0, 

B: 17ic-f-18y— 14 = 0, B': 10a; + 103^—12 = 0. 

C: 46iC+ 50^^—22 = 0. 

Die Gleichung des zu O konjugierten Strahls der Involution zu bestimmen. 

Auflösung. Man wähle die Strahlen A und B als Fundamentalstrahlen, dann ist für A': 
(24a:+26y— 16) = Ai(3la; + 34y— 18) + X,(17a; + 18y— 14), 
woraus Xi = 72» X^ = Vg. I^ie Gleichung von A' wird also: 

A' .r- (31a? + 34y— 18) + (17a;+l8y-14) = 0. 
Ebenso ist für B': 

fi (lOiC + lOy — 12) = (31a; + 34y— 18) -j- A (17a?+ 18^— 14), 
woraus fi = — 2, X=^ — 3; folglich ist die Gleichung von B'i 

5' = (31a: + 34y— 18) - 3 (17a; -f 18«/— 14) = 0. 
Ebenso ist für C: 

iu(45a; + 50y— 22) = (31a;-j-34y— 18) + A(17a; + 18y— 14), 
also /4 = 1/2, X = — 1/2» daher wird die Gleichung von C: 



266 AnalytiBche Geometrie der Ebene. 

C = (310? + 34y~ 18) — *|, (17«-}- 18y— 14) = 0. 
Die Gleichungen der fünf Strahlen haben also die Form: 

^4-^ = 0, J.— 3-B = 0, 

Somit ist: 



Xi = 0, Xj = 1, X, = 00 , Xj = — 3, Aj = — 



2 



Setzt man dies in die Gleichung 4) von Erörterung 68 ein, so ist: 

-.X^(14-3)(<« + V»)+a+%)(0-a>)(~3-W = 0. 
Dividiert man durch X^, so erhält man: 

-4.A« + 1,5.(3 + X«) = 0; -4.A« + 1V2A« + 4V2 = 

Ae = 4V,:2V2 = 9:5= 1,8. 
Die Gleichung von C ist also: 

(31a? + 34y— 18)+9/5(17a?-|-18y— 14) = 0, oder: 
77a? + 83y—54 = 0. 



üebungsaufgabe 206. Was sind die Doppelstrahlen der Involution, welche durch 
die vier Strahlen: 

3;c4-6y— 1 = 0, 11;?;+ 6y + 8 = 0, 

6x — 6y+10 = 0, 14a; + 123^-j- 7 = 0, 

bestimmt ist? 

Auflösung. Man findet: 

lla;+ 63^ + 8 = = (3aj4-6y— l)-f V,(5a? — 6y-f-10)-:^U, 
14a? 4- 12y + 7 = = (3a?-j-6y— 1) + V8(5a; — 6y+ 10) = 0. 

Die vier Strahlen haben also Gleichungen von der Form: 

^ = 0, ^ + 7,^ = 0, 

Daher ist: 

A, =0, X, = oo, X, = V„ A4 = 1/3. 

Sollen nun die Doppelstrahlen gesucht werden, so müssen deren Parameter einander 
gleich sein, es ist also A5 = A« = A. Dividiert man in Gleichung 4) von Erörterung 68 
durch A,, so wird sie: 

(Xt-Ae)(l-^)(A3-X5)+(l-|^)(Ai-A,)(A,-Ae)=0. 

Setzt man dann A, = 00 , so wird daraus : 

(Ai-A5)(A,-A3) + (Ai-A,) (A^-Ae) = 0, 
oder nach Einsetzen der obigen Werte: 

— A (Vj— A) — Vj (Vs— A) = 0, oder geordnet: 

A»-i/ö = 0, X = ±V% 
Die Doppelstrahlen sind also: 

(3a; + 6y— l)±VV6(5a?-6y + 10) = ü. 
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